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Detta dokument innehaller en samling 6vningar i kombinatorik som
inte krdver ndgon programmering, utan dr avsedda att 16sas med pap-
per och penna. Merparten av dessa problem dr svdrare dn potentiella
tentaproblem, eftersom de &r avsedda att 16sas i grupp over en langre
tid, inte snabbt och individuellt i en tentasal.

Ovning 1. Vi har en foljd {f,}5_; som ges av rekursionen

f) =1, f@n)=f(n), f@n+1)=f(n)+f(n+1).

Lat F vara den ordindra genererande funktionen for f, alltsa

[e9)

F(x) =) fax".
n=1
Visa att vi, om vi ldter G(x) = F(x)/x, har att
G(x) = (1 +x+ xz) G(x?),
och saledes har att

F(x) =

==

[e¢] . .
(1 +x? + xwl) .
j=0
6vning 2. Lat X vara en slumpvariabel som tar vdrdena 0, 1,2, ...

med sannolikheterna py, p1, p2 . .. och sa vidare.> Lt P(x) vara gene-
rerande funktionen for foljden {p,}5° .

1. Finn uttryck for vantevardet E [X] och standardavvikelsen o (X)
enbart i termer av P(x).

2. Antag att Y dras frdn samma férdelning som X, oberoende av X.

(2)

Vad dr sannolikheten p,;” att deras summa blir n? Lat P»(x) vara
(2)

den genererande funktionen for f6ljden p;, och finn ett uttryck for
den i termer av P(x).

3. Mer generellt, antag att X, X, ..., Xj alla dras oberoende fran var
givna fordelning. Lt

p,(qk) =P(X1+Xo+...+ X =n),
och 14t P¢(x) vara den genererande funktionen for fljden p,gk).
Uttryck denna i termer av P(x).
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20m du inte redan vet vad termerna i
den hédr uppgiften betyder ar detta ett
bra tillfdlle att frascha upp ditt minne av
grundldggande sannolikhetsteori — det
kommer att dyka upp senare i kursen.
Visserligen kommer vi ge definitioner
da, men antagandet kommer dndock att
vara att ni har sett det innan och bara
behover en paminnelse.
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Riikna delmiingder till [n] utan konsekutiva medlemmar

Lat f, vara antalet delméangder till [n] som inte innehéller b&de i och
i + 1 for nagot i, och lat f, , vara antalet delméngder av storlek k till
[n] som inte innehéller bade i och i + 1 for ndgot i. Vi studerar nu
dessa tva talfoljder i resten av vdra 6vningar.

Ovning 3. Finn en rekursion for f,, och anvand denna rekursion for
att hitta ett enkelt uttryck for f,.

Ovning 4. Finn en rekursion for fuk-
Vi definierar den bivariata genererande funktionen f6r denna foljd
genom foljande dubbelsumma

F(x,y) = Z fn,kxnyk'
n=1k=1

Anvénd rekursionen ni fann for f, ; for att finna en sluten form for
F3

Ovning 5. Studera uttrycket

d
ayp(x'y) (1)
alltsa partialderivatan av F med avseende pa y, utvirderad i punkten
(x,1). Vad &r koefficienten framfor x" i detta uttryck?
Rédkna sedan faktiskt ut denna derivata, och kdnn igen uttrycket
ni far som en genererande funktion. Anvénd detta for att ge en ny
likhet som involverar f, .

Ovning 6. Finn en sluten form for fnk- Det finns tva huvudsakliga
satt ni kan ga tillvaga:
1. Studera funktionen F(x,y) som ni redan hittat, och finn koefficien-

ten for x"y¥ i detta uttryck direkt.

2. Definiera istéllet den ordindra genererande funktionen Fi(x) ge-
nom att

F(x) = ifn,kxn

for varje k, och anvand rekursionen ni funnit for att finna ett ut-
tryck for denna for varje k. Finn sedan koefficienten for x" i £y for
varje par av # och k.

Ovning 7. Fylli vad ni funnit i Ovning 3 och Ovning 6 i den uppen-
bara likheten

fn = i fn,k/
k=0

och observera att vi funnit en ny likhet for f;,.

3 Vi kan anvinda samma metod som vi
forst anvande for att hitta genererande
funktionen for Fibonacci-talen — och
dven i detta fall kommer svaret att bli en
rationell funktion, men nu i x och y.
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Bonus: Formlerna som vi hérlett hdr med genererande funktioner &r
ju lockande enkla. Kan vi finna ett kombinatoriskt bevis for nagon av
dem?4

4+ Forutom for Ovning 3 har jag inte sjalv
funderat pa denna fragan — sa det har
dr inte en del av 6vningarna. Men om
nagon hittar ett kombinatoriskt bevis av
de senare formlerna vore det intressant
att se.
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