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Detta dokument ger en sammanfattning av kursens innehall, med
nyckelord markerade, och saker vi rdknat eller bevisat.

Kursen dr uppdelad i tre delar — vi borjade med grundliaggande
kombinatorik i de forsta fyra foreldsningarna, sedan introducerade vi
genererande funktioner i de kommande tre foreldsningarna. Sedan
hade vi ett intermezzo om grafer och trdd i en foreldsning, innan
vi fortsatte till var tredje del om diskret sannolikhetsteori och den
probabilistiska metoden.

Del ett: Grundliiggande kombinatorik

I den forsta foreldsningen introducerade vi de allra mest grundlég-
gande koncepten i kombinatoriken:

1. Additionsprincipen och multiplikationsprincipen later oss rdkna
olika mangder.

2. Ord bildade ur olika alfabeten ir det mest basala av alla kombinato-
riska objekt.

3. Ett viktigt exempel pa en slags ord dr permutationer — vi definierar
och raknar dessa.

4. Om ord dr det mest basala exemplet dédr ordning spelar roll ar
kombinationer det mest grundlaggande exemplet pd nér vi véljer
saker utan ordning.

5. Vi definierar binomialkoefficienterna och visar att dessa raknar
antalet kombinationer av en viss storlek.

Precis i slutet av foreldsning ett borjar vi prata om kombinatoriska
bevis. I foreldsning tva fortsatter vi pa detta tema, och ger ett antal
olika exempel.

1. De flesta av vara kombinatoriska bevis involverar binomialkoef-
ficienter, alltsd delméngder till en viss mdngd i en kombinatorisk
tolkning.

2. Vi bevisar specifikt binomialsatsen med ett kombinatoriskt bevis.

3. Sedan definierar vi omordningar och anvander dessa for att rakna
multi-delméngder® med ett pinnar-och-stjarnor-argument.
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4. Vi ser vart forsta exempel av att rakna losningar till ekvationer
nér vi tolkar en multi-delmédngd som en 16sning pd en ekvation
X1 +x2+ ...+ x, = k—detta kommer dyka upp igen senare
i kursen, med fler begransningar pa vad variablerna kan ta for
vérden.

5. Vi definierar multinomialkoefficienterna, och ser att dessa ger
antalet omordningar av ett ord.

I den tredje foreldasningen i denna del av kursen introducerar vi
nagra till enkla verktyg inom kombinatoriken.

1. Ladprincipen, i dess generaliserade form, later oss visa en del
overraskande resultat. Vi ger ett par enkla exempel, och ett lite
mer sofistikerat.

2. Inklusion-exklusion later oss radkna méanga saker som annars vore
valdigt svéra att rakna. For att kunna bevisa den introducerar vi
indikatorfunktioner och ger nagra rédkneregler for dessa.

3. Vi anvinder inklusion-exklusion for att rakna losningar till ekvatio-
ner, nu med &vre begransningar pa variablerna.

4. Vi definierar derangemang, och anvéander inklusion-exklusion for
att radkna dessa.

Foreldsning fyra sammanfattar till slut vad vi gjort i denna del av
kursen.

1. Vi definierar Stirlings partitionstal, och anvander inklusion-
exklusion for att visa att antalet surjektioner fran en méngd till
en annan rdknas av en formel som involverar dessa.

2. Vi definierar mangdpartitioner och visar att dessa rdaknas av Stir-
lings partitionstal. Dessa ger oss ett till vanligt exempel pd nagot
vi kan ge kombinatoriska bevis kring.

3. Vi skriver upp en stor tre-gdnger-fyra tabell 6ver ménga av de
rakneproblem vi sysslat med hittills — den tolvfaldiga vigen — som
sammanfattar och systematiserar det hela i termer av sérskiljbara
och osdrskiljbara objekt och funktioner som kan vara generella,
injektiva, eller surjektiva.

4. Vi definierar Stirlings cykeltal, och darmed ocksé cykler i permu-
tationer. Vi visar hur man kan omvandla mellan en permutation i
vanlig form och en i cykelform.
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Del tvd: Genererande funktioner
I den hir delen av kursen introducerar vi ett mer mekaniskt maskineri
dn tidigare — innan var vara metoder ofta skraddarsydda for proble-
men, men genererande funktioner ger ofta ett generellt recept pa en
16sning.
Forsta foreldsningen, foreldasning fem totalt, lade grunderna,
1. gav definitionen av en (ordindr) genererande funktion,
2. rdaknade ut vad genererande funktionen var f6r nagra enkla exem-
pel,
3. och anvinde var metod for att hitta genererande funktionen for
Fibonaccitalen.
4. Mer allmant sag vi hur man kan manipulera summor for att om-
vandla rekursioner for foljder till ekvationer for deras genererande
funktioner, och 16sa dessa for att fa ut den genererande funktionen.
5. Sedan definierade vi faltningen av tva foljder, och bevisade att den
genererande funktionen for faltningen av tva foljder dr produkten
av deras genererande funktioner. _ .
31 biten om multidelmangder kunde
6. Vi anvinde detta for att rdkna 16sningar till ekvationer med be- vi ha begrénsningar av typen x, >
72, sedan nar vi anviande inklusion-
gransningar pa variablerna3 — eller i alla fall hitta genererande exklusion kunde vi ha mer generella
funktionen for antalet 16sningar, vilket oftast dr gott nog. begrénsningar av typen 3 < x; <
14. Nar vi anvander genererande
7. Vi utnyttjade ocksd algebraiska manipulationer fér genererande fglfrlll:eol?ae;:;;Z;iign;}rmﬁ;ﬁﬁi
funktioner for att bevisa likheter mellan olika foljder eller hitta exempel pa pariteten till x;.
genererande funktionen for en f6ljd.4 4 Detta dyker inte upp fullt s& mycket
i sjdlva foreldsningen, men 6vning tre
Andra foreldsningen om genererande funktioner, foreldsning sex och fyra i féreldsningsanteckningarna dr

2 oo o . b 1 pa principen.
totalt, fortsatte pd samma tema, med mer rdkning av losningar till ra exempel pa prncipen

ekvationer. Sedan

1. sdg vi ett exempel pa hur man kan finna en rekursion for ett kom-
binatoriskt problem,

2. definierade exponentiella genererande funktioner och
3. fann ndgra exempel péd sddana for olika foljder.

4. Sedan atervande vi till rekursionen vi funnit tidigare, och sag
hur vi kan finna en differentialekvation for den exponentiella
genererande funktionen for en f6ljd givet en rekursion. Att faktiskt
16sa differentialekvationen dr oftast mojligt, men inte riktigt en del
av denna kursen, som ju inte handlar om analys.
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5. Sedan definierade vi binomialfaltningen mellan tva foljder, och
visade att den exponentiella genererande funktionen for binomial-
faltningen mellan tva foljder ar produkten av deras genererande
funktioner.

6. Vi anviande sedan detta for att rdakna antalet ord ur olika alfabeten,
under olika begrénsningar pd antalet av en viss bokstav — och sag

att det var helt analogt med hur vi rdknade 16sningar pa ekvationer.

I tredje foreldsningen om genererande funktioner, féreldsning sju
totalt, genomforde vi en mer omfattande rdkning med genererande
funktioner. Vi

1. definierade gitterstigar, uppat-hoger-stigar, och Dyckstigar.

2. Sedan fann vi en rekursion, Segner-rekursionen, for antalet Dyck-
stigar,

3. och anvinde denna for att hitta genererande funktionen for antalet
Dyck-stigar.

4. Sedan definierade vi den stigande och fallande fakulteten, och an-
viande dessa med Newtons binomialsats for att ge ett omstandligt
men helt mekaniskt bevis for var explicita formel for Catalantalen.

5. Efter det gav vi ett kombinatoriskt bevis for samma formel, som
helt skippade att behova hitta en rekursion och genererande funk-
tion.

6. Vi gav nagra fler exempel pa saker som riknas av Catalantalen, och
visade att de faktiskt rdknas av dem genom att visa att de lyder
Segner-rekursionen.>

Intermezzo: Grafer och trid

I var attonde foreldsning hade vi ett litet intermezzo, dér vi introdu-
cerade nagra koncept som behovs for framtiden. Specifikt

1. definierade vi grafer, som kan vara etiketterade eller ej,

2. och trdd (alltsd sammanhédngande grafer utan cykler), som kan
vara ordnade eller oordnade, och ha eller inte ha en rot.

3. Vi definierade vad vi menar med bindra trdd, och visade att de
rotade ordnade bindra oetiketterade traden med 7 interna noder
raknas av Catalantalen, eftersom dessa lyder Segner-rekursionen.

4. Sedan visade vi att de rotade ordnade oetiketterade trdden pa
n + 1 noder ocksd rdaknas av Catalantalen, genom att ge en bijektion
mellan dessa och parentetiseringar av uttryck.

> For att vara tydlig: Det intressanta

hir &r inte nodvandigtvis de specifika
exemplen, &ven om de dr nyttiga, utan
att allméant forstd hur vi, genom att visa
att ett objekt kan delas upp i tvd mindre
objekt av samma typ, kan visa att nagon
foljd lyder Segnerrekursionen och alltsa
riknas av Catalantalen.
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5. Sedan introducerade vi Cayleys formel. For att motivera den
raknade vi etiketterade trad — specifikt, givet ett oetiketterat trad,
raknade vi antalet satt att sitta en etikett pa det.

6. Vi gav sedan vart forsta bevis av Cayleys formel med hjilp av Prii-
ferkoder. Vi sdg hur man finner Priiferkoden for ett trdd, och gav
en algoritm for att konstruera ett trad givet en Priiferkod.

7. Efter det ville vi ge ett alternativt bevis av Cayleys formel, och for
detta behovde vi introducera ett par nya koncept, ndmligen vad det
betyder for en graf att vara en delgraf till en annan, vad en riktad
graf dr for nagot, och vad en skog é&r.

8. Sedan gav vi vart alternativa bevis for Cayleys formel.

Del tre: Diskret sannolikhetsteori och den probabilistiska metoden

I denna del av kursen introducerade vi den andra storre metoden
inom kombinatoriken som var kurs tacker — den probabilistiska me-
toden. For att kunna gora detta behovde vi sa klart forst introducera
vart verktyg, den diskreta sannolikhetsteorin.

Denna delen innehéller manga olika exempel och satser — ingen
av dem ér enskilt central, men att se den 6vergripande metoden, den
roda traden, dr det. Alltsa ar inte sjdlva satserna markerade, men
metoderna kan vara det.

I den forsta foreldsningen, nummer nio totalt, sa

1. definierade vi sannolikhetsrum bestdende av utfallsrum och san-
nolikhetsmatt,

2. och kallade delméngder till utfallsrummet f6r handelser, och
definierade sannolikheten for handelser.

3. Vi gav ndgra enkla exempel pd hur man kan beskriva problem i
denna formalism — och efter det var vi sa vaga vi kunde komma
undan med om hur exakt problemen formaliseras i den.®

4. Vi definierade den betingade sannolikheten, vad det betyder att
héndelser dr oberoende, och formulerade lagen om total sannolik-
het.

5. Sedan formulerade vi inklusion-exklusion i dess sannolikhetsteo-
retiska version, och anvinde denna for att bevisa unionsbegrans-
ningen.

6. Vi anvande unionsbegransningen for att bevisa en undre begréans-
ning for Ramseytalen. Vi gjorde detta genom att vilja en slump-
madssig fargning och rdkna pa sannolikheten for att delgrafer skulle
bli monokromatiska.

¢ Detta var inte bara att jag var lat —
det &r en universell standard bland
sannolikhetsteoretiker att sopa det
under mattan som irrelevanta detaljer.
Man maste kunna definitionerna, men
i nittionio fall av hundra behéver man
inte tanka sa noga pa dem.
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I foreldsning tva i denna del, nummer tio totalt,

1. definierade vi slumpvariabler, och specialfallet med likformiga
slumpvariabler.

2. Sedan definierade vi viantevardet av en slumpvariabel, och bevisa-
de ett lemma som gav en alternativ formel for vantevardet.

3. Vi bevisade sedan véntevardets linjdritet, och fann en koppling
mellan vantevirdet av indikatorvariabeln for en hiandelse och
sannolikheten for denna hindelse.

4. Vi anvande sedan detta for att bevisa Sperners lemma och Caro-
Weis sats. I bagge fallen involverade idén att vélja en slumpmassig
permutation, och anvinda den for att skapa ett nyttigt objekt —
en slumpmaissig kedja i Sperners lemma, och en slumpméssig
oberoende mingd for Caro-Wei — som vi sedan kunde studera for
att fa fram resultatet.

5. Vi bevisade sedan Markovs olikhet, och definierade Erd&s-Renyi-
grafer,

6. och bevisade ett villkor for ndr Erd6s-Renyi-grafen inte har ndgra
isolerade noder. Idén var helt enkelt att rdkna ut vantevardet av
antalet isolerade noder, med hjélp av vantevardets linjdritet, och
sedan anvidnda Markovs olikhet for att se att det faktum att detta
véantevarde gick mot noll gav att sannolikheten att det existerade
isolerade noder ocksa gick mot noll.

Foreldsning tre i denna del, den elfte och sista i kursen, introduce-
rade ndstan inga nya koncept, utan gav bara ytterligare exempel pa
hur man kan anvdnda den probabilistiska metoden.

1. Vi borjade med att bevisa en nedre begrénsning for min-bisection.
Vi gjorde detta genom att utnyttja Diracs sats for att hitta en Ha-
miltoncykel i komplementgrafen, tog varannan kant i den cykeln
for att f4 en matchning disjunkt fran kanterna i grafen, och valde
sedan halften av noderna som vart A genom att ta en ur varje par.

2. Sedan visade vi ett resultat av Ajtai-Chvatal-Newborn-Szemerédi-
Leighton om det minimala antalet korsningar mellan kanter i en
ritning av en graf. Idén var att ta en kand olikhet for detta, och
tillampa den pa en slumpmaissig delgraf dér vi beholl varje nod
med en viss sannolikhet. Eftersom detta skalade antalet noder,

antalet kanter, och antalet korsningar pa olika sétt” kunde vi fa ut 7 Snarlikt till hur man, om man halverar
en bittre olikhet av detta. sidlangden pa en kub, minskar dess yta
till en fjardedel och dess volym till en

3. Till slut bevisade vi ett resultat om ldngden av den ldngsta ckande dttondel.

delfoljden till en slumpmaéssig permutation, dir vi dels anvande
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det betingade vantevardet for att ge en 6vre begransning, och dels
anvande vart argument for Erd6s-Székeres sats for att ge en undre
begransning.
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