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Vi borjar med att fraga oss vad kombinatorik ens &r for nagot. Sedan
introducerar vi ndgra valdigt grundldggande begrepp och principer

i &mnet, och tillimpar dem p4 att diskutera permutationer och kom-
binationer. Till slut ger vi nagra forsta exempel pa kombinatoriska
bevis.

Vad ir kombinatorik?

Jag horde en gang, pa en fest under min masterutbildning, en utlagg-
ning av en doktorand om att all matematik handlar om att reducera
sina problem till en enklare form — och i slutindan var alla matema-
tikproblem antingen linjdr algebra, i vilket fall de var litta, eller sa var
de kombinatorik, i vilket fall de var svara. Vi skall alltsa studera den
svara delen av matematiken.

En annan overforenklande kategorisering av matematiken ges oss
av Randall Munroe.? Kombinatorik sysslar med den mellersta sortens
problem — dér det &r ldtt att forsta frdgan, och inga mérkliga kontinu-
erliga objekt dr involverade, men svaret d&nda kan vara komplicerat att
ta reda pa.

THE THREE TYPES OF UNSOWED MATH PROBLEM
—{ WERDLY ABSTRACT { WEIRDLY CONCRETE [ curseD —

15 THE EULER FIELD MANIFoLD | | IF T ALK RANDOMLY ON A GRID NEVER | [ WHAT IN GoD'S
HYPERGROUP ISOMORPHIC T0 A | | VISITING ANY SQUARE TWICE, PLAOING A | | NALE IS GOING ON
GODEL-KLEW META-ALGEBREKC | | MARBLE EVERY A/ STEPS, ON AVERAGE | | WITH THIS CURVE?
€40 QUASIMONOID CONTECTION | | HOW MANY MARBLES WILL BE INTHE | | i 17 £veEN MATH?
UNDER SONDHEIM CALCULUS? | | LONGEST UINE AFTER NxK STEPS?

OR 15 THE QUESTION |LL-FORMED? | | SOMEHOW THE ANSWER IS IMPORTANT
IN LIKE THREE UNRELATED FIELDS.

O

OR%
EXs

En mer ordboksmdssig definition av vad kombinatorik &r vore att
sdga att det handlar om att rakna saker, ndr sakerna dr dndligt manga
och diskreta. Detta dr dock heller ingen precis eller utttmmande defi-
nition, s& det finns saker som &dr kombinatorik utan att nodvandigtvis
handla om att rdkna saker, till exempel inom grafteori.

* Plus redigeringar och 16sningsforslag
av studenter, se contributors.md.
vilhelm.agdur@math.uu.se

2Randall Munroe. Unsolved math
problems. https://xkcd.com/2529/
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Varfor studera kombinatorik?

Kombinatorik har som redan ndmnts tillimpningar i ren matematik —
manga problem inom andra grenar av matematiken kan reduceras till
problem i kombinatorik. Det har ocksa otaliga tillimpningar utanfor
den rena matematiken:

1. Natverk och grafer

2. Analys av algoritmer
3. Design av kretskort
4. Design av experiment

Merparten av alla pussel-spel av typen sudoku, eller “flytta bilarna for
att fa ut en specifik bil”, etc., kan ses som rena kombinatorikproblem.

Additions- och multiplikations-reglerna

Definition 1 (Additions-regeln). Om A dr en méangd av n objekt och
B &ar en mingd av m objekt sa finns det n + m sitt att vélja ett objekt
fran A eller ett objekt fran B. Eller formulerat i symboler, om |[A| = n
och |B| =msaar |[A]IB|=n+m.3

Exempel 2. Vi har tvd burkar med olikfdrgade kulor, sdsom i Figur 1.
Om vi ska plocka ut en kula frdn en av burkarna, pa hur manga sétt
kan vi gora det?

Vi kan anvanda additionsregeln for att berdkna att det finns 946 =
15, sétt att vélja en kula, vilket 4r samma som totala antalet kulor.

Exempel 3. En restaurang har en meny med fyra drinkar, fem for-
rétter, tio huvudratter, och tre desserter. Hur manga saker har de pa
menyn?

Additions-regeln sdger oss att svaret ar 4 + 5+ 10 + 3 = 22.

Definition 4 (Multiplikations-regeln). Om A dr en méangd av n objekt
och B ar en médngd av m objekt sé finns det nm sitt att vélja ett objekt

3 Symbolen ] | (Man ser ibland istillet
notationen W for detta) betyder disjunkt
union — vi tar unionen av de tva ming-
derna, men vi tvingar méngderna

att vara disjunkta genom att komma
ihdg vilken méngd varje element kom
frdn. Sd om A och B inte har nagra
gemensamma element dr det samma sak
som U, men om de har gemensamma
element géller att t.ex.

{1,2,3} U{3,4} = {1,2,3,4},
emedan

{1,2,3} [ [{3,4} = {(1,4),(2,4),(3,A),(3,B),(4,B)},

sa de har alltsa olika antal medlemmar.
For det allra mesta behover man inte
vara sa hér rigords, men det kan vara
bra att ha i bakhuvudet att summa-
regeln inte raknar antalet element
i AU B om A och B kan tédnkas ha
gemensamma element. Vad vi gor i det
fallet kommer vi dterkomma till senare,
nir vi diskuterar inklusion-exklusion.

Figur 1: Tva separata burkar med kulor
i, dar den vanstra har nio kulor och den
hogra sex.
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frdn A och ett objekt fran B. Eller ekvivalent, det finns nm sitt att vilja
ett par av ett objekt ur A och ett objekt ur B. Eller uttryckt i symboler

|Ax B|=|{(a,b)|ac AbecB} =nm.

Exempel 5. Om vi har samma tva burkar som i Exempel 2, pa hur
manga sdtt kan man vélja en kula fran den bld burken och en kula
frén den gula burken?

Antalet olika sétt att vélja tva kulor, en frén ena burken och en fran
den andra, ges enligt multiplikationsregeln av produkten av antalet
bollar i varje burk, alltsd 9 - 6 = 54.

Exempel 6. Om du besoker restaurangen i Exempel 3, hur ménga
olika sétt finns det att bestélla en treratters middag med en drink till?4
Multiplikations-regeln séger oss att svaret dr 4 -5-10 - 3 = 600.

Striangar

Definition 7. En string s (eller ett ord) av langd n pa en mangd X
(kallad alfabetet for strangen) ar en funktion

s:{1,2,...,n} =[n—-X

dir s; ar den ite bokstaven i ordet.5 Vi skriver detta oftast som s =
X1Xo ... xy, ddr x; = s(i).

Exempel 8 (Binira strangar). Lat X = {0,1}. Strdngars : [n] — X
kallas for bindra stringar. Det finns 2" strangar av langd n.°

Hur vet vi detta? Det finns tva val for varje bokstav, s multiplika-
tionsregeln sédger oss att det maste finnas 2-2-...-2 = 2" att gora ett
val av vad varje bokstav skall vara.

Exempel 9 (m-dra strangar). Lat X = {0,1,...,m — 1}. Strangar med
detta alfabetet kallas for m-dra strangar. Om m = 2 ar de bindra, om
m = 3 ar de ternara.

Precis som for de bindra strangarna kan vi anvanda multiplika-
tionsregeln for att rakna ut hur ménga m-dra strangar det finns av
langd n. For varje position i ordet har vi m olika val av bokstav — en
per bokstav i vart alfabete — och vi skall vélja n gdnger. Alltsd ger

multiplikationsregeln att det finns totalt m" m-ara strangar av langd n.

For generella X kallar vi en strang s : [n] — X for en X-strang.

Permutationer

Definition 10. En string s : [k] — X kallas {6r en permutation av langd
k av elementen i X om alla bokstdverna i s ar olika, det vill séga om

s(i) # s(j) ifall i # .

4+ En fullstandigt teoretisk fraga, ef-
tersom ingen faktiskt har rad med det i
dagens ekonomi.

5 Fran och med nu kommer vi kon-
sekvent anvidnda notationen [n] for
mingden av heltal fran och med 1 till
och med n.

534 det finns till exempel 4tta bindra
strangar av langd tre, namligen

000,001, 010,011,100,101,110,111.
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Sjalvklart maste | X| > k for att det skall existera ndgra permutatio-
ner av langd k av X.7

Exempel 11. L4t X = [3]. Det finns 6 permutationer av lingd 2 av
X8 — vi kan se detta med hjilp av multiplikationsprincipen: Vi har tre
val av forsta bokstav, men nir vi valt den forsta bokstaven har vi bara
tva val kvar av andra bokstav, eftersom vi inte far ha tvd av samma.
Alltsa ar det totala antalet 3-2 = 6.

Definition 12. Férn = 1,2,..., definieran! = n(n —1)...2-1.
Definiera 0! = 1.9
For0 < k < n, definiera P(n,k) = (nﬁ!k)!' Lagg marke till att
| i
P(n,n) = ﬁ =5 =nl

Proposition 13. Om |X| = noch 0 < k < n sd finns det P(n, k)
permutationer av lingd k frin X.

Bevis. Vi bevisar detta med hjalp av multiplikationsprincipen — s& vi
skall rakna hur manga sitt vi kan vélja var permutation xqx; ... xx
pa. Det finns sa klart | X| = n sétt att vélja forsta bokstaven xj i var
permutation. Nér vi sedan skall vélja x, far den inte vara lika med x1,
sa vi véljer ett element ur X \ {x1}, och | X\ {x1}| = n — 1. Likaledes
for x3 sé far den varken vara lika med x; eller x,, sa vi véljer fran
X\ {x1,x2}, och har n — 2 val.

Den hir processen fortsétter tills vi skall vélja x;, och i det skedet
har vi tagit bort k — 1 val, och har alltsa | X \ {x1,x2,..., X1} =
n — (k — 1) bokstaver kvar att vélja pa.

Multiplikationsregeln sadger oss att det totala antalet permutationer
ar lika med produkten av antalet val vi hade i varje steg, det vill sdga

n-(n—1)-(n—2)-...-2-1
n—k)-....2-1

n-(n—1)-n—2)-...-(n—(k—1)) =

= W = P(n,k).

O

Exempel 14. P4 hur manga olika sitt kan n personer sitta runt ett runt
bord?

Det finns tva olika satt vi kan se pa fragan’® — antingen &r det
skillnad pé de olika stolarna runt bordet (vissa kan se ut genom
fonstret, andra inte), sa att vi far olika sdtt att placera folk runt bordet
genom att rotera hela placeringen, eller s ar det enda som spelar roll
ordningen de sitter i, och vi ser olika rotationer av samma ordning
som samma satt att sitta runt bordet.

Om platserna har etiketter, sa att det inte bara dr ordningen som
spelar roll, sd kan vi numrera platserna fran plats 1 till plats n. Om vi

7 Hur hade du bevisat det?

8 Dessa dr, specifikt,

12,13,21,23,31,32.

9 Att vi later 0! vara lika med ett ar for
att vi ser det som produkten av inga
tal alls, vilket 4r bekvamt att se som att
det blir 1. Varfor detta dr sa kommer vi
kanske att dterkomma till nar vi pratar
om rekursioner.

© Detta ar ett exempel av skillnaden
mellan problem med etiketter och utan,
vilket ar ett generellt fenomen som
kommer aterkomma gang pa gang. Har
ar det platserna runt bordet som kan ha
etiketter eller inte.
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kallar méngden med géster for X blir alltsa varje placering ett X-ord
—vi kan skriva den som “gést ett, gést tva, etc.”. Och eftersom varje
person bara kan sitta pd en stol blir detta alltsa en permutation — och
vi vet att det finns n! permutationer av lingd n ur ett alfabete med n
bokstaver.

Figur 2: Ett bord med olikfargade stolar,
sa att vi kan se skillnad pa stolarna —
det &r skillnad mellan att sitta pa en bla

‘ Q Q ‘ pall och i en orange fatolj. Fargerna &r

alltsd etiketter pa platserna.

Om platserna dr oetiketterade, det vill sdga att det enda vi bryr oss
om &r ordningen folk sitter i, far vi rdkna pa ett annat sitt. Givet en
placering kan vi godtyckligt valja en person som “forst”, och sedan
numrera platserna i medurs ordning. For varje av de n sétten att
vdlja vem som d&r forst far vi alltsa en placering déar platserna har
etiketter.

Figur 3: Ett bord med identiska stolar
runt bordet. Hér &r alltsa varje plats
‘ ‘ likadan och det kommer endast spela
' ' roll vem man sitter bredvid, till skillnad
fran vid forra bordet.

‘ Om alla som sitter vid bordet flyttar
[ ] o . . ro .
ett steg 4t hoger kommer vi fa precis
° samma bordsplacering igen, eftersom
vi inte kan se skillnad pé stolarna och
° alla fortfarande sitter bredvid samma

‘ personer.

Detta ger oss ett annat sétt att rdkna antalet placeringar med eti-
ketter — vi rdknar antalet utan etiketter, kallar det m, och far alltsa att
antalet med etiketter ar nm.

Men eftersom vi redan vet att antalet nér platserna har etiketter ar
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n! s far vi alltsa av detta att n! = nm, eller m = @ = (n —1)!, och vi

har riaknat antalet utan etiketter till (n — 1)1.1* " Detta &r ett vanligt sétt att resonera
inom kombinatorik — vi hittade tva
olika sétt att rdkna samma sak, och fick

Kombinationer P4 s sdtt ut en likhet (nm = n!) som vi
kunde anvinda for att rikna en annan
. ey i . o L sak.
Definition 15. For en méngd X sa dr en kombination av element ur X
en delméingd A C X.12 2 Vi talade innan om etiketter och inte.
Man kan se en kombination som en
Exempel 16. Det finns 6 kombinationer av storlek 2 fran X = permutation utan etiketter — vi vet bara

vilka element som dr med, inte i vilken

{a’ b,c, d}’ némhgen ordning de kommer.

{a,b},{a,c},{a,d},{bc}, {bd}, {cd}.

Definition 17. For0 < k < n, 1at (Z) = % = ﬁlk)’ Man ser
ocksa notationerna C(1, k), nCk, eller C}! for detta, men vi héller oss

till (3).

Proposition 18. Om |X| = n och 0 < k < n sd finns det (};) kombinationer
av storlek k frin X.

Bevis. Aven detta bevisar vi med “rikna pa tva olika sitt”-metoden.
Lat oss borja med att rdkna antalet permutationer igen, pa ett annat satt
dn vi gjorde i beviset av Proposition 13.

Istallet for att tinka oss att vi véljer en bokstav i taget, kan vi tinka
oss att vi forst viljer en mdngd A av bokstaver som skall vara med —
och d& maste ju |A| = k eftersom varje bokstav skall dyka upp exakt
en gang — och sedan véljer en ordning i vilken bokstaverna skall dyka
upp.

Antalet sétt att vélja en ordning for vara k bokstaver &r precis
antalet permutationer av langd k fran alfabetet A, vilket vi vet ar
P(k,k). S& om vi betecknar antalet sitt att vdlja mangden A med m,
s sdger oss multiplikationsregeln att antalet permutationer av lingd k
frén X maste vara m - P(k, k).

Men vi vet ju ocksd, frén hur vi rdknade antalet permutationer

innan, att P(n,k) = (nzi'k)' och P(k, k) = k!. S& vad vi har visat ar att

n!
eller, om vi loser for m, att

n!

" =k
vilket dr vad vi ville bevisa. O

L&t oss nu bevisa den allra enklaste identiteten for binomialkoeffi-
cienterna.
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Proposition 19. Foralla n > 0 och alla 0 < k < n giiller det att

ny ([ n
k) \n—k)
Vi ger tvéa olika bevis av denna proposition. Det forsta ar algebra-

iskt:

Beuvis.

(k) =

n!
(n—(n—k)!(n—k)!

B (n—k)!(nni I (;ik)'

Det andra dr kombinatoriskt.!3

Bevis. Lat X vara en mangd med n element. (}) raknar antalet sétt att
vdlja en delmédngd A C X av storlek k. Men varje sddan delmédngd A
har ett komplement X \ A av storlek n — k, och for varje delméngd av
storlek n — k kan vi fa en av storlek k genom att ta dess komplement.

Delméngder av storlek k och delméngder av storlek n — k star alltsa
i ett-till-ett-korrespondens med varandra, det vill sdga, det finns en
bijektion mellan dem, sa det méste finnas lika ménga av storlek k
som av storlek n — k.

Men vi vet att antalet delméangder av storlek n — k ar ("), och
alltsa maste (i) = (,",)- O

Man hade ocksa kunnat formulera det hir kombinatoriska bevi-
set for detta som att biagge sidorna av formeln raknar samma sak,
namligen antalet sitt att vélja k personer ur en grupp av n personer.
Att vénster led gor det &r per definition — och i hoger led viljer vi
vilka n — k personer som inte skall vara med i gruppen, vilket sa klart
bestammer precis vilka k som skall vara med.

Kombinatoriska bevis

Idén med just ett “kombinatoriskt bevis” kommer att dterkomma flera
génger i kursen, sa 14t oss ge ett par exempel till pa hur ett sddant kan
se ut.

Exempel 20. For n > 0, lat

S(n) = ik.

k=1

3 Vad menar vi ndr vi sdger att det hiar
beviset dr “kombinatoriskt”, till skillnad
fran det andra beviset? Nyckeln ar att
vi hér visade att de tva méangderna —
mingden av delméangder av storlek k
och méngden av delméngder av storlek
n — k — har lika manga medlemmar
genom att uppvisa en bijektion mellan
dem, emedan vi i det algebraiska
beviset bara manipulerade véra formler
for att visa att de var lika.

Bijektionen vi hittade hér ar sjalv ett
kombinatoriskt objekt, och det berdttar
mer for oss 4n bara att mangderna har
lika manga medlemmar. Man kan
se det som att den ar en anledning till
varfor de har lika manga méangder.

Denna bevismetod, att hitta en bijek-
tion, kommer vara ett aterkommande
tema — och likasd att bijektionerna
ger oss mer forstaelse for objekten vi
studerar dn vad ett algebraiskt bevis gor.
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Vi vill bevisa att*4

v\ \
| |

VA X

Vi studerar ett rutnit av (n + 1) x (n+ 1) punkter, sdsom i figuren.

Vi ser pa den nedre grona triangeln, och forsoker rakna antalet punk-
ter i den. Vi ser att kolumnen ldngst till vinster har (n +1) —1 =n
punkter, den nést langst till vanster har (n 4+ 1) —2 = n — 1 punkter,
och sé vidare till den nast langst till hoger som har en punkt, och
kolumnen langst till hoger har noll punkter i den grona triangeln.

Alltsd, om vi summerar over kolumnerna sa far vi att det ar totalt
n+(n—1)+...+2+1 = S(n) punkteri triangeln. Eftersom
kvadraten sa klart dr helt symmetrisk dr det lika manga punkter i den
ovre grona triangeln, och det ar litt att se att det 4r n + 1 punkter pd
diagonalen.

Alltsd maste det totala antalet punkter i kvadraten vara 25(n) +
(n +1) — men vi vet ocksa, sa klart, att det &r (n + 1)2. S vad vi har
sett ar att

n(n+1)

25(n) + (n+1) = (n+1)? 5

<~ S(n)=
precis som vi 6nskade.

Exempel 21. Vad dr summan av de forsta n udda talen, det vill séga

n
Y 2k—1?
k=1
Svaret dr 72, som kan ses av nedanstiende figur.

Exempel 22. Bevisa att } }_, () =2".

Bevis. Vi bevisar detta genom att bevisa att bade vanster och hoger
led rdknar antalet delméngder till en midngd av n element, oavsett
delméngdernas storlek.™>

4 Det sdgs att den store matematikern
Carl Friedrich Gauss en gang fick
uppgiften att rakna ut14+2+ ...+ 100
av en lat mellanstadieldrare som ville
halla sina elever upptagna i en stund,
och forbluffade sin larare genom att
hitta svaret pa bara ndgra sekunder och
utan papper och penna.

Han anvidnde dock en annan metod &n
den vi anvinder, som inte involverade
nagon figur. Kan du komma pa fler sétt
att gora detta? (Eller Googla “Gauss
triangular numbers story” om du bara
vill veta svaret.)

Figur 4: Ett rutnét av punkter. Figur
tagen direkt fran forra arets forelds-
ningsanteckningar.

*» Man kan ocksa betrakta detta som
att vi rdknar antalet bindra strangar av
langd n pa tva sitt, eftersom det finns
en enkel bijektion mellan sddana och
delmingder till en mangd X av storlek
n.

Specifikt sa fixerar vi en numrering
av elementen av X, och sédger att givet
en bindr strang xqx; ... x, sa far vi en
delmingd A C X genom att det forsta
elementet av X liggeri A om x; = 1,

4 4 o
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o o o Figur 5: Bevis att summan av de forsta
n udda talen &r n?. Bilden &r tagen ur
var kursbok.

For vénster led kan vi observera att antalet delmdngder oavsett
storlek 4r summan av antalet delméangder av varje given storlek. Vi
vet sedan innan att en delmingd av storlek k av en médngd av storlek
n kallas en kombination, och det finns (}) stycken sddana. Alltsa &r
det totala antalet delméngder } i (), som 6nskat.

For hoger led anvdnder vi multiplikationsregeln. For varje element
i var mangd har vi tva val — antingen tar vi med elementet, eller
inte — och vi har totalt n stycken element for vilka vi behéver gora
detta val. S& om vi multiplicerar antalet val vi har varje gang far vi
2-2-...-2=2" stycken delméngder, som 6nskat. O

Proposition 23 (Pascals Identitet). For 1 < k < n giller det att'® 1 Den har likheten sager exakt att
Pascals triangel faktiskt innehaller

n n—1 n—1 binomialkoefficienterna.
<k>_<k—1>+( k ) 1

Algebraiskt bevis. 11
1 2 1
n—1 . n—1\ _ (n—1)! n (n—1)! 1 3 3 1
k-1 k k—D((n—1)— (k—1)! " K((n—1)—k)! 1 4 6 4 1
k (n—k) :
_ Ry E E
(m 1)'<k!(n—k)!+k!(n—k)!) L5 10 10 5 1
Kt (n— k) 1 6 15 20 15 6 1

Kombinatoriskt bevis. Lat X vara en mingd av storlek n. Vi vet att ()

O

raknar antalet delméngder av storlek k till X. Lat oss komma pa ett
annat sétt att rdkna antalet delméngder av storlek k, och se att det ger
oss hoger led.
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Vi]j ett godtyckligt element x € X. For varje delmangd A till X sa
innehaller den antingen x, eller s& gor den inte det. For att skapa oss
en delmingd A av storlek k som innehaller x lagger vi forstin x i A,
och sedan lagger vi till ytterligare k — 1 element fradn de dterstdende
n — 1 elementen. Antalet sitt att gora det vet vi &r precis (} ;)

Om vi i stdllet vill ha en delméngd A som inte innehaller x s kan
vi fritt vélja k element av de dterstdende n — 1 elementen. Antalet sétt
att gora det pa vet vi ar (", ).

Sé& additionsprincipen sager oss att antalet sitt att vilja en del-
méingd som innehaller x eller inte innehaller x — vilket ju &r alla
delméngder — maste vara summan, alltsa (1) + (", '), sésom ons-

kat. O

10
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Ovningar

Ovning 1. Tjugofyra studenter ska sitta vid ett langt bord'7 och
skriva en tenta. Tio av dem ar vadldigt bendgna att fuska genom att
kolla pé sin kompis tenta.

Deras kombinatorikldrare bestimmer att dessa tio studenter maste
sitta pad platser med udda nummer, sé att de inte kan hamna bredvid
varandra och fuska.

Hur ménga sétt finns det att placera studenterna vid bordet?

Ovning 2. Ge ett algebraiskt bevis for att
n n—1
{0 =)
Ovning 3. Ge ett kombinatoriskt bevis for at
n n—1
H) =)
Ovning 4. Ge ett kombinatoriskt bevis for att
n\ (n—-2\ (n\ [k
2)\k-2) \k)\2)°
Ovning 5. Antag att du har tvad miangder A och B, med |A| = 15 och
|B| =7.

t18

1. Hur manga sétt finns det att vélja ett objekt fran A eller ett fran B?
2. Hur ménga sitt finns det att vilja ett objekt frdn A och ett frdn B?
3. Vad ér |A x B|?

4. Vad ar |ATIB|?

5. Vad ar det storsta och minsta virde som |A U B| kan ta?

6. Vad dr det storsta och minsta virde som |A N B| kan ta?

Ovning 6. Du har sokt ett prestigefyllt internship, och ska kla dig for
intervjun. Du inser att du borde ha slips pa dig, och ser att du dger
fem seriosa slipsar och sju slipsar med komiska tryck.

a) Hur ménga satt kan du vilja slips for intervjun pa?

Efter lite eftertanke kommer du ihdg att jobbet du sokt dr som
clown,'2° sa du borde nog ha pa dig tva slipsar pd samma gang,
eftersom det &r valdigt komiskt.

b) Pa hur manga satt kan du vilja tva slipsar att ha pa dig pa
samma gang? ¢) Hur manga sétt kan du vélja en seris slips och en
med ett komiskt tryck pa?

7 Ni slipper alltsd runda bord i denna
ovningen! Bordet har en forsta plats, en
andra plats, och sa vidare till tjugofjirde
platsen.

8 Ledtrdd: Tank pd att vélja grupper
med ledare for ett projekt.

9 Och tyvirr dger du ingen sddan dar
skoj fluga som kan spruta vatten i
ansiktet pé folk.

* Denna 6vningen ar stulen fran
internet, och den handlade om en
clownjobbintervju redan fran borjan.
Jag valde den helt baserat pa hur
mycket jag skrattade at hur de antydde
att deras studenter var clowner.
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Ovning 7. T Exempel 20 s&g vi att

n
Y k= n(n+1)
k=1 2

genom att studera en kvadrat av (n + 1) x (n + 1) punkter, och obser-
vera att den sokta summan riaknar antalet punkter under diagonalen
i figuren. Sedan anvinde vi ett algebraiskt argument for att fa en
formel for detta antal.

En uppmarksam ldsare kanske lagger marke till att @ = ("I,
vilket ju ocksa raknar antalet kombinationer av tva element ur en
méngd av n + 1 element. Kan du komma pé ett kombinatoriskt bevis
for varfor antalet element under diagonalen pa kvadraten dr samma
sak som antalet kombinationer av 2 element frdn en miangd av n + 1

element?

Ovning 8. 1 en sidnot till Exempel 22 namnde vi att det ocksa gar
att se problemet som att rdkna bindra strangar av langd #, via en
bijektion mellan sddana och delméangder till en méangd.

Kan du skriva ett kombinatoriskt bevis for att y ) (}) = 2"
som resonerar om bindra strangar istallet for om delméangder till en
méangd?

Referenser

Randall Munroe. Unsolved math problems. https://xkcd.com/
2529/.
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