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Vi fortsitter att diskutera diskret sannolikhetsteori, och introducerar
slumpvariabler och deras vantevarden.

Vi anvéander den teori vi byggt upp for att bevisa ndgra fler resultat
inom kombinatoriken.

Slumpuvariabler

Hittills dr vad vi har sett bara hélften av vad man intuitivt tinker
ingdr i sannolikhetsteorin — vi har diskuterat slumpmaéssiga hindelser,
som antingen intriffar eller inte, men vi har inte definierat slump-
mdssiga tal. Fragan om ifall det kommer att regna imorgon eller inte
kan vi modellera i var formalism, men inte frdgan om hur ménga
millimeter det kommer regna.

Definition 1. Givet ett sannolikhetsrum (Q), ) &r en slumpuvariabel X
som tar virden i V en funktion X : 3 — V. Givet varje utfall tar
alltsa véar slumpvariabel ett visst virde, och givet varje* delméngd
A C V blir X € A en héndelse — specifikt dr det handelsen

{we Q| X(w) e A} = X71(A).

Det allra vanligaste fallet &r ndr V = IR eller ndgon delméangd
till R. I ménga introtexter om sannolikhetsteori definierar man att
slumpvariabler tar virden i R — men eftersom vi sysslar med kom-
binatorik kommer vi att vilja ha mer exotiska slumpvariabler, som
slumpmaéssiga permutationer eller sSlumpmassiga méngder.

Exempel 2. Lat oss dterbestka vart exempel med ett tdrningskast. Vi
konstaterade att vi kan ta Q = {1,2,3,4,5,6} och u(w) = 1/6 for alla
w €O,

Vi kan naturligt betrakta vart tairningskast som en slumpvariabel —
i detta fall blir det en mycket enkel funktion, X : (3 — IR skickar helt
enkelt varje w pa sig sjdlvt.

Vart tarningskast dr ett specialfall av ett mer allmant fenomen, som
det kommer vara bekvamt att ha en terminologi for.

Definition 3. Givet en dndlig mangd V &r ett likformigt fordelat slump-
~ 1

v
varje v € V.3 Alla element av V &r alltsd lika sannolika. Vi kan skriva

missigt element av V en slumpvariabel X sadan att IP (X = v) for

detta som

u

XeV.
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2 Detta ér lite av en 16gn i det allménna
fallet, eftersom det kan finnas vildigt
skumma delméngder till V, men

sd lange vi tanker oss vara diskreta
sannolikhetsrum ar det sant.

3 Vill man gora detta fullstindigt rigo-
rost i var formalism kan man sédga att
X ar definierad péd sannolikhetsrummet
(V,n) dér u(v) = ﬁ for alla v € V, och
X : V — V é&r identitetsfunktionen.

Men det blir valdigt manga abstrakta
ord for att inte sdga sa mycket alls som
vi inte redan sade nér vi definierade X
som att den blir lika med varje element i
V med samma sannolikhet.
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Detta innebar alltsa att for varje mdngd W C V sa blir

Wl
14

Om ndgon sdger att “vi later X vara en slumpmassig graf / trad /

P(XeW)=

méingd / etc.” utan att specificera hur X ar fordelad menar de att den
ar likformig.

Vi vet att om vi slar var tdrning manga ganger kommer vi i genom-
snitt att fa upp 3.5. Hur gor vi den intuitionen rigoros?

Definition 4. Viintevirdet av en slumpvariabel X som tar varden i R*
ges av>
EX]= ) xP(X=x).
reX(Q)
Vi tar alltsd summan 6ver alla tdnkbara virden x for X, multipli-
cerar x med sannolikheten att X faktiskt blir x,° och summerar. I

specialfallet ddr X bara tar varden 0,1, 2, ... blir alltsa formeln

E[X] =) kP(X=k).
k=0
Exempel 5. 54 om vi ater tar exemplet med tarningskastet sa blir
alltsa vantevardet

E[X] =1P (X =1)42P (X =2) +...+ 6P (X = 6)

1+24+3+4+5+6 7

precis som vi férvantade oss.

Ibland ar det mer anvandbart att skriva definitionen av vantevirde
péa en alternativ form:

Lemma 6. Det giller for varje slumpuvariabel X som tar virden i R att”
E[X] = ), X(w)p(w).
we)

Bevis. Vi kan skriva

EX]= ) xP(X=x)
xeX(Q)
= L x| X e
reX(Q) we:X(w)=x
= xp(w)
reX(0Q) we:X(w)=x
= X(w)p(w)

reX(Q) wer:X(w)=x

= ). X(w)p(w).

we

4Samma definition hade fungerat precis
lika vl 6ver de komplexa talen. For
den mer matematiskt sinnade kan det
nog vara intressant att fundera 6ver vad
vi verkligen behover anta om rummet
var slumpvariabel tar varden i for att
véantevardet skall bli valdefinierat.

5> Notera att detta &r en summa 6ver alla
virden som X kan tinkas ta — eftersom

vi antagit att () dr dndligt eller upprak-
neligt s& kommer detta vara en summa
over andligt eller uppréakneligt manga
summander, vilket ar okej.

Hade vi velat modellera en kontinuerlig
slumpvariabel — som till exempel en
normalférdelning, som nog manga
sett redan — som kan ta vilket reellt tal
som helst som virde, hade vi behovt
definiera detta som en integral, inte
en summa. Att slippa ge definitioner
som fungerar i dessa fall dr en av
anledningarna till varfor vi begransar
oss till bara diskret sannolikhetsteori.

® Notera att ndr den hdr summan

16per 6ver odndligt manga tal ar det
fullt mojligt att den inte konvergerar,
trots att Y, x() P (x = X) = 1. Det
finns slumpvariabler som alltid tar
andliga virden, men dnda har oandligt
véantevarde.

7 Det hér fungerar bara for att vi har
antagit att vara sannolikhetsrum ar
andliga eller upprakneligt odndliga, sa
vi kan skriva vara sannolikheter som
summor. I det mer allminna fallet
hade vi behovt skriva en integral mot
sannolikhetsmattet, och det kraver
betydligt mer avancerad analys 4n vad
vi kan.
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Eftersom vi definierat slumpvariabler som att de helt enkelt dr
funktioner fran () kan vi gora all den algebra vi vanligen kan pa
funktioner in i R. Till exempel &r det, givet tva slumpvariabler X
och Y, helt véldefinierat att skriva X + Y, och det betyder precis vad
vi forvantar oss att det skall betyda — vi slumpar ett X och ett Y och
sedan adderar vi dem med varandra.

Nar vi nu har introducerat addition av slumpvariabler sa kan vi
bevisa vad som, i min mening, dr en av de allra mest anviandbara
satserna i hela matematiken.?

Lemma 7 (Viantevardets linjdritet). Givet tvd slumpvariabler X och Y som
tar virden i R och tvd reella tal a och b giiller det att

E [aX + bY] = aE [X] + bE[Y].

Viintevirdet dr alltsd linjirt, som funktion fran rummet av slumpvariabler
iniR.9

Bevis. Vi anvander den alternativa formeln for vantevirde vi fann i
Lemma 6 och skriver

E X +bY] = ) (aX+bY)(w)u(w)

we)
= En(ﬂx(w)erY(w))ﬂ(w)
=a ) X(wp(w)+b Y, Y(w)p(w)
we) we)
— g [X] + PE[Y].

O

For att gora det hir verkligt anvandbart behéver vi konceptet med
indikatorvariabler, som vi introducerade nir vi bevisade inklusion-
exklusion.

Proposition 8. For en hindelse A blir dess indikatorfunktion 1 4, som ges
av att 14 (w) =1 om w € A och noll annars, en slumpuvariabel.*®
Det giiller att
P (A) = E[La].

Bevis. Per definition har vi att

E[14]=0-P(1lg=0)4+1-P(1gy=1)

I
N/
=
E L
I
=
=

8Jag dr sa klart oerhort partisk, eftersom
just granslandet mellan kombinatorik
och sannolikhetsteori dr mitt omrade
- men det 4r onekligen ett otroligt
anviandbart resultat.

9 Detta sitt att formulera det skrapar
lite pa ytan av en valdigt djup teori
— véantevarden dr namligen “bara”
integraler mot sannolikhetsmatt, och
samlingen av funktioner fran Q) in i
R blir ju ett vektorrum. Vi kan ge det
vektorrummet en inre produkt genom
att skriva (X,Y) = E [XY], och vi har
borjat med funktionalanalys.

Men detta &r ju en kurs i kombinato-
rik, sa att utforska detta far vanta till en
framtida kurs for er.

* Det ar ju en funktion fran utfall till
reella tal — per definition &r det en
slumpvariabel. Vi behéver bara kdnna
igen att den ar det.
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Sperners lemma

Lat oss nu ta vad vi har lirt oss och tillimpa det pa ett faktiskt kombi-
natoriskt resultat.

Figur 1: En illustration av delmangds-
gittret for méangden {1,2,3,4}. Langst
upp ser vi hela méngden, langst ner

dr tomma mangden. De bla strecken
indikerar att en mangd ar en delmangd
till en annan. Det roda strecket fran @
till hela méngden 4r en maximal kedja,
och samlingen av mangder inringade i
rott bildar en antikedja.

Definition 9. En f6ljd av icketomma delméngder
FC...CFK1CkKC[H

till [n] kallas for en kedja. Ifall k = n kallar vi kedjan f6r en maximal

kedja,"* och dé& maste vi, eftersom vi krédver att varje mdngd &r en 1 Att vi inte kan ha en langre kedja
strikt delméangd till n4sta, ha att |F;| = i. Isa fall later vi ocksa torde vara uppenbart.
F=®.

En samling G av delméngder till [n] kallas for en anti-kedja ifall det
for varje par F, G € G varken géller att F C G eller G C F.
Denna definition illustreras i Figur 1.

Att varje maximal kedja bestér av precis n stycken méangder &r
uppenbart. Hur stor kan en anti-kedja vara? Ett enkelt sitt att skapa
sig en sadan &r att ta alla delméngder av storlek k till [n] f6r nagot k —
att dessa inte kan vara delméngder till varandra dr uppenbart. Att det

val av k som gor denna anti-kedja som storst blir | 5| &r inte allt for

svart att se.’® Ar det mojligt att hitta en dnnu storre genom att ha med 2 Vi hade ocksa kunnat vilja [4], det

delméngder av olika storlekar? Sperners lemma séger oss att svaret ger samma storlek.

ar nej.

Lemma 10 (Sperners lemma). For varje anti-kedja F i [n] giller det att

1< (@'

Bevis. Vi tar en likformigt slumpmaéssig maximal kedja

@IPogplg...anflan:[nL
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och later | vara méngden av i sadana att F; ligger i var anti-kedja F.

Det &r enkelt att se att I innehéller antingen noll eller ett element —
en kedja och en anti-kedja kan ju omojligen skdra varandra i mer 4n
en mangd."3

Lat oss nu studera slumpvariabeln X = |I|. Att vi vet att I bara
kan ha noll eller ett element ger oss omedelbart att E [X] < 1,4 men
lat oss studera detta vantevarde ocksa pd ett annat satt.

Vi kan ridkna med hjilp av vantevdrdets linjdritet att'>

E[X]=E[[]=

21{161}]
n n

~YE [n{iel}} Y P(iel).
i=1

i=1

Vad ar sannolikheten att i ligger i I? Att i liggeri I betyder att
F; € G, per definition. S& vad vi behover forsta ar den slumpmassiga
méngden F;.

Eftersom vi valde var kedja som en likformigt slumpmaéssig kedja
finns det ingen anledning till varfor ndgot tal skulle vara mer sanno-
likt &n ndgot annat att dyka upp i denna méngd. Sa F; ar alltsa, av
symmetriskdl, ett likformigt slumpmassigt element ur ([7]), méngden
av delmdngder av storlek i.

Vad 4r sannolikheten att F; faller i G? Jo, om vi later G; beteckna
samlingen av element i G av storlek 7 vet vi att G; C ([?]) och F; = ([?]),

19i|
(1)

Sé& samlar vi ihop vad vi har listat ut hittills i ett enda uttryck, och
anvinder olikheten'® () < (Lg J) for alla i, har vi att

Gil
1)

sd vi maste ha att

P(F e G) =

121E[x]:f;11>(iel):
i=1

|G
= (3))

sa multiplicerar vi bdgge sidorna av detta med (LZ J) far vi att
2

(j3)) = S =1a

vilket &r precis Sperners lemma, som vi ville bevisa. O

>

M-

I
—

i [\1:

ISR

Caro-Weis sats

Antag att vi har en grupp av n personer pa ett ldager, och sédg att
person nummer i kdnner d; andra personer sedan tidigare. Du vill
bilda en mindre grupp av personer for en ldra-kdnna-varandra-lek?,

3 Ifall vi hade bade i och ji I, med i < j,
hade vi ju haft att F; C F; med bégge i
F, vilket motséger att .7-' skulle vara en
anti-kedja.

4 Detta kan vi gora till ett allmént
lemma:

Lemma 11. Om X(w) < C for varje
w € Q giiller det att E [X] < C.

Bevis. Vi kan rakna

= ) X(w)pu(w)

we)

< Y Cu(w)

we)

=CY pw) =

weN

5 Har anvander vi den kortare no-
tationen 1 y;cpy for att beteckna

Liveqier(w)}-

16Vi har strikt sett inte faktiskt bevisat
den ndgon géng, men det bor vara
nagorlunda enkelt att 6vertyga sig sjalv
om att den 4r sann.

7 Eftersom du ar en fruktansvért
ondskefull person. Ingen tycker om
sadana lekar.



FORELASNING 10: SLUMPVARIABLER - IMAO20 6

sd du vill hitta en sa stor grupp som mojligt av personer som inte
kdnner varandra. Finns det ndgon garanti for hur stor du kan gora
den mindre gruppen?

Den matematiska formaliseringen av det hér dr si klart i termer av

grafer, sa 14t oss ge de ritta definitionerna forst innan vi ger resultatet.

Definition 12. Graden av en nod v i en graf G = (V, Eg) &r antalet
kanter noden har. Alltsd

dy, =|{e € Eg | v € e}l

Definition 13. En oberoende mingd S C Vg ien graf G = (Vg, Eg)
dr en mingd av noder sddana att det inte finns nagra kanter mellan
nagot par av noder i S. Alltsd, méngden

E(S)={{u,v} € Eg |u,v e S}
ar tom.

Teorem 14 (Caro-Wei). Varje graf G pd n noder, dir nod i har grad d;, har
alltid en oberoende mingd S sddan att

n 1
S| > .
| |_;d1‘—|—1

Bevis. Numrera noderna i G fran 1 till n, och vilj sedan likformigt
slumpmassigt ett nytt sitt att etikettera G, sa att nod 7 nu har etikett
o(i). o &r alltsa en likformig permutation av [n].

Hur anvénder vi detta for att skapa var oberoende mangd? Jo,
beteckna mingden av grannar till i med N(i) — alltsd méngden av
alla noder som har en kant till i. Om vi ldggerin ii S far vi alltsa
inte ta med ndgot annat element i N (i) om S skall vara en oberoende

méingd.18
g8 2
O'e o X3
oq‘l. '@§ ¢
@& 074
3 1
o .
68 10 b
@
0 q9 3

 Tank er det som att vi lagger ett
pussel, dér varje bit dr “formad som”

en N(i), och vi inte fér lov att vélja tvd
pusselbitar som overlappar. Malet ar att
lyckas lagga sa manga bitar som mojligt.
(Det hiér gar nog att omvand]a till ett
faktiskt spel — jag kréaver inga royalties
for idén.)

Figur 2: En illustration av vér konstruk-
tion av den oberoende mingden S. Var
forsta etikettering av grafen &r i svart,
var ometikettering o i blatt, och den
resulterande oberoende médngden S
markerad i rott.
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Om vi nu later
S={ieVs|o(i)<o(j) VjeN()}

sd hdvdar vi att detta maste vara en oberoende méngd. Varfor?
Téank for motsédgelse att det fanns ett par i,/ i S med en kant mellan
sig. Eftersom i ligger i S maste alla is grannar ha hogre etikett &n
i — specifikt s maste alltsd o (i) < o(j). Men det betyder ju att j
har en granne med ldgre etikett, sd j kan inte ligga i S, och vi har en
motsdgelse.

Vi vill alltsa forsta oss pa mangden S. Lat A; vara hdndelsen
att i fick en lagre etikett &n alla sina grannar i var slumpmassiga
ometikettering — vi har da av vintevardets linjaritet att

n

E|y1 ]=§P<Az>

i=1

E[|S]] =

Det récker alltsd for oss att forstd sannolikheterna for héndelserna
A;. Eftersom ¢ var likformigt slumpmadssig betyder det alltsa att vi
vill rdkna antalet satt att etikettera grafen sddana att i far en lagre
etikett &n alla sina grannar.

For att konstruera ett sadant satt att etikettera G borjar vi med att
vdlja vilka tal som skall sta pa i och dess grannar — detta kan vi gora
pa ( d,‘il) sétt, eftersom vi skall ha d; etiketter pa dess grannar och en
etikett pa den sjdlv.

Sedan véljer vi hur vi placerar dessa etiketter pa i och N (i) — vi
maste sa klart valja att placera det lagsta av talen pa i, men de atersta-
ende d; talen kan vi placera ut fritt'9, och alltsa pa d;! sétt.

Till slut véljer vi hur vi placerar resten av etiketterna pa noderna
utanfor is grannskap — detta kan vi ocksa gora helt fritt, sd pa (n —
d; — 1)! sitt. S& totalt har vi sett att det finns

(dil)d( —d;—1)!

sétt att vélja en etikettering av G sadan att i far en ldgre etikett &n alla
sina grannar.

Sé& sannolikheten att en slumpmassig etikettering dr sadan ges
alltsa av

P(A) =~ (dj_l)d (n—d; —1)!

1 n!
= a0 — @y A L)

—_

—_

E
M
'ﬁ
||
1=

R

_|_

—_

I
—

9 Det ar hiar som var teknik med van-
tevardets linjdritet verkligen 1onar sig —
vi har kunnat zooma in bara pa i, och
behover inte bry oss om vad som hén-
der utanfor just i. Hade vi inte gjort det
hade vi kanske behovt bekymra oss om
kanter mellan is grannar hir, och inte
kunnat placera ut etiketterna helt fritt.
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Vi har alltsa visat att vi i genomsnitt hittar en oberoende mangd av
var sokta storlek med denna metoden. Men det genomsnittliga var-
det kan ju omgjligen vara mindre an alla specifika mojliga varden®® —
alltsd maste det finnas ndgot specifikt val av ¢ sddant att storleken pa
S(o) blir &tminstone detta. Alltsa dr vi klara. O

Forsta-moment-metoden

Hittills har vi sett ett satt som vantevdrden och sannolikheter kan
samspela — om slumpvariabeln vi vill studera kan formuleras som
antalet “ja” pa en samling ja-nej-frdgor sd far vi att dess vantevarde ar
summan av sannolikheterna for ett “ja” pa varje enskild fraga.

Detta later oss alltsd svara pa en fradga om ett vintevarde genom
att radkna ut en bunt sannolikheter. Hur gor vi om det vi verkligen ar
intresserade av dr en sannolikhet?

Lemma 16 (Markovs olikhet). Om en icke-negativ®* slumpuvariabel X har
viintevirde v giller det for varje C > 0 att*?

1

P(X>Cv)< —=.

(X>Cr) < 2
Bevis. Vi kan rikna att?3

v=E[X]= ¥ X(@)(w)

we)

> ), X(wp(w)
we
X(Q)>Cv

> ). Cvp(w)
weQ)
X(Q)>Cv

=CvP (X > Cv)
s& om vi delar bagge sidor av detta med Cv fér vi resultatet. O

Vad for slags problem kan man tdnkas tillimpa det har verktyget

pa?
Definition 17. En Erd&s-Renyi-graf (med parametrar n och p) ar en
slumpmassig graf G pa n noder, dér varje kant &r med med sanno-
likhet p, oberoende av om varje annan kant d4r med. Vi skriver att
G ~ Gpp.

Om p = 1 s kommer alltsa G, helt enkelt vara en likformigt
slumpmassig graf pa n noder, men for det mesta kommer vi vara
intresserade av fallet ndr p &r en funktion av n.

Vi kan sdga en hel del om den “lokala” strukturen av en Gn,p bara
med de verktyg vi har ldrt oss hittills — alltsd de egenskaper hos den

20 Lat oss formulera detta som ett lemma
och bevisa det:

Lemma 15. For varje slumpovariabel X med
E [X] = C mdste det finnas dtminstone ett
w sddant att X(w) > C.

Bevis. Antag for motségelse att X(w) <
C for alla w. Da kan vi rdkna att

C=EX]= ¥ X(@p(w)

we

< Z Cu(w)

we)

=C)Y pw)=c

we)

sd C < C, en motsidgelse. O

2 Det vill sdga, X(w) > 0 for alla w € O
— den tar aldrig ett negativt varde.

22 Eller ekvivalent att
v
P(X>C) < —.
(X>0)< 2

» Var i beviset anvander vi antagandet
att X ar ickenegativ?
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som vi kan avgora om de giller genom att studera den lokalt runt
varje nod. Desto svarare blir det om vi stéller oss fragor om ifall den
ar, till exempel, sammanhéngande.

Ett exempel pé en lokal struktur &r ifall vi har isolerade noder —
om vi tanker oss det som att noderna 4r personer och kanterna ar
véanskapsrelationer dr vi alltsa intresserade av sannolikheten att inte
ha nagra vanner.>4

clog(n) p. o o .
—o= for nigot ¢ > 1 sd finns det asymptotiskt

niistan siikert®> inga isolerade noder®® i Gy, p.

Proposition 18. Om p >

Bevis. Beviset foljer ett monster som forhoppningsvis borjar bli bekant
vid det har laget.

Lat G ~ Gy,p. Vi later [; vara hindelsen att nod i &r isolerad, och
konstaterar att om I 4r mangden av isolerade noder i G sa dr

n
E[|1]] =} P (&)
i=1

sd vad vi behover rakna ut dr sannolikheten att en viss given nod é&r
isolerad.

Detta ar en relativt enkel berdkning — det finns # — 1 noder som i
hade kunnat ha en kant till, och varje kant finns med sannolikhet p,
oberoende av varje annan kant. Alltsa dr sannolikheten att inga av

)n—l

kanterna finns (1 — p)" ", och vi har att

n

E[|I]] =} P (L) =n(1-p)"".

i=1

Markovs olikhet ger oss nu, for varje C > 0, att

1
P (1> CE[I) < . )
Hur omvandlar vi detta till det resultat vi vill ha? Om vi tar ett

viéldigt litet € och later C = lé[T f” sa blir (1) till

E (1]
P >1- .
(11> 1-e) < £
Eftersom |I| sjalvklart enbart tar heltalsvarden &dr handelsen i
vénster led precis samma hidndelse som hiandelsen att |I| > 1, det vill
sdga I # 0.7 S& om vi ersdtter vanster led med detta far vi att

P (1) < U

och har kan vi utan problem ta gransvérdet € — 0 och f428

P (I #0) < E[I]].

*Som vi alla vet gér denna upp mar-
kant om man studerar matematik, men
var modell &r inte sofistikerad nog att
fénga detta.

% Vad sjutton betyder det? Det betyder
att, om p, dr en f6ljd sddan att p,, >
@ for varje n, och G, ar en Gy,p, for
varje 1, sd gér sannolikheten att G, har
en isolerad nod mot noll.

26 Och vad &r en isolerad nod? Det ir en

nod utan grannar.

%7 Varje tankbart virde pa |I| som &r
storre an 1 — € 4r ocksa > 1, och vice
versa.

* Notera att vi, ndr vi tar gransvirdet
héir, maste ersidtta < med < — for oss ar
det inget problem eftersom vi oavsett
skall visa att v gar mot noll.
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Sa det enda som 4terstér att gora dr att visa att E [|I|] gar mot noll.
log(n)

Enligt satsens antaganden har vi att p > c—=—, sa vi kan ridkna att

. 1 _ \n—1
Jim E[[I]] = lim n(1—p)

n—oo

1 n—1
< Jim n (1- 280
n—oo n
1 n
= lim — o <1— c o8t Og(”)>
n—eo 1 _ . ognn n
log(n)
1 c Tog()
=1l _— 1—————
i e | (1 7ogm)
n
— 1ndrn— oo —e~fnarn— oo
= lim n (efc)log(") = lim n'~¢
n—oo n—o0
och eftersom ¢ > 1 gar detta mot noll, sdsom 6nskat.?9 O

Det finns ndgra saker som &r védrda att anmérka pa har. Om vi
hade valt ¢ < 1 hade inte var rdkning fungerat langre — och detta ar
inte ett ssammantriffande eller ett resultat av att vi anvdnde en svag

metod.
I sjdlva verket kan man visa att antalet isolerade noder faktiskt
kommer ga mot odndligheten om p < @ — s vart resultat ar det

bésta mojliga.

Vi ndimnde innan att vi kan studera lokala problem som dessa
enkelt, men att “globala” problem é&r svarare, och nimnde frdgan
om grafen d&r sammanhéngande som ett exempel pé en svéar global
fraga. Isjdlva verket kan man visa att grafen kommer vara sam-
manhdngande sé snart vi inte langre har ndgra isolerade noder — s&
detta resultat tillsammans med vad vi just visade visar alltsa att en

clog(n)

Erd6s-Renyi-graf &r sammanhéangande sd snart p > —25—-.

Rikneregler for slumpvariabler

Vi sammanfattar vad vi lart oss om slumpvariabler hittills i foljande
rakneregler:3°

Lemma 19. Om (Q), u) dr ndgot sannolikhetsrum, A C Q nigon hindelse,
och X,Y : O = Rsamt Z : Q3 — V ir slumpvariabler som tar virden i R
och i ndgon godtycklig mingd V, sd giller att:

| EX]= ) xP(X=x)=) Xwu(w).

xeX(Q)) we)

» [ steget mellan rad fyra och fem gér vi
véldigt snabbt fram — egentligen hade
man behovt kolla att

flnc) = <1_/+g()>ﬁ

géar mot e~ ¢ snabbt nog att vi far lov att
gora den substitutionen. Som tur dr
géller det att f(n,c) — e dr ungefdr
log(n)

===

specifikt

e — f(n,c) . c?

log(n) 2e¢

n

vilket dr bra nog. Men detta dr mycket
mer analys dn vad vi faktiskt vill gora i
denna kurs.

3% Den hér biten skippar vi pa forelas-
ningen — den ligger har for att vara
behjilplig som sammanfattning och nar
man gor évningarna. Den finns ocksa i
var samling av formler och rédkneregler.
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2. Forallaa,b € R sd ir
E[aX +bY] =aE [X] 4+ bE[Y].

Viintevirdet dr alltsd en linjidr funktional.

P (A) = E[1,].

4. Om X(w) < C for varje w, eller ekvivalent om P (X < C) = 1, sd iir
E[X]<C
5. Om E [X] = C sd finns det dtminstone ett w sidant att X(w) > C.

6. Markovs olikhet ger oss att, om EE [X,,] — 0 for ndgon foljd av ickene-
gativa slumpuvariabler X,, som enbart tar heltalsvirden, sd mdste ocksd

P (X, >0) —0.
7. Om Z iir likformigt fordelad pd V' sd giller det for varje delmingd W C V
att W
P(ZeW)= IR
Ovningar
Ovning 1.

Definition 20. En familj F av delméngder till [n] kallas for skirande
om AN B # @ for alla par av A och Bi F.

Hur stor kan en skdrande familj av mangder vara, om vi kréver att
varje A € F har storlek exakt k? Svaret ges av foljande sats:

Teorem 21 (Erd6s-Ko-Rado). For varje skirande familj F av delmingder
av storlek k till [n] giller det, om n > 2k, att

n—1
< .
0= (10

Delfraga a: Hitta, for alla n och k, ett exempel pa en skdrande
familj F av delméngder av storlek k till [n] sddan att

< (i)

Delfre‘iga b: Bevisa fbljande lemma:3* 3 Den hér delen kréaver ingen probabilis-
tisk metod, det ar bara ett direkt bevis.
Lemma 22. Antag att n > 2k, och lit F C ([Z]) vara en skirande familj, Sannolikhetsteorin kommer in i nista
och lit for varje s € {0,1,...,n — 1} delfréga.

As={s,s+1,...,s+k—1}

dar additionen dr modulo n. Dd kan F innehdlla hogst k av mingderna As.
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Dra sedan slutsatsen fran detta att samma lemma géller &ven om
vi tar ndgon permutation ¢ € S, och later

As={o(s),o(s+1),...,0(s+k—1)}.

Delfraga c: Nu skall vi bevisa Erd6s-Ko-Rado. Idén &r att vi vill
skapa en likformigt slumpmassig A € ([Z]) och studera sannolikheten
att denna ligger i F — det finns ett uppenbart uttryck f6r denna sanno-
likhet, och vi vill skapa A pé ett sdtt som gor att vi ocksd kan anvanda
vart lemma fran forra delfrdgan for att begriansa den.

Beviset borjar alltsd med “Tag en likformigt fordelad permutation
o € S, och ett likformigt fordelat heltal s = {0,1,...,n —1}". Skriv
resten av beviset.

Ovning 2. Bevisa foljande proposition:

Proposition 23. Antag att v1,vy,...,v, dr n stycken enhetsvektorer i R",
alltsd ||v;|| = 1 for alla i. Dd finns det en foljd n1,12, . .., §n, med 7; = £1
for varje i, sddan att

<n.

n
2 1i0;
i=1

Ovning 3. I denna 6vning skall vi bevisa foljande resultat:

Teorem 24. Lit G = (V,E) vara ndgon graf, och antag att |V| = n och
|E| = n% for ndgot d > 1. Dad finns det en oberoende mingd i G av storlek
dtminstone 7.

Idén for beviset ar att vi tar en slumpmaéssig delmédngd S C V
genom att ta med varje nod med sannolikhet p = %. Denna kommer
sé klart inte vara garanterad att vara en oberoende méngd — men om
vi, for varje kant {u, v} som kopplar ihop u,v € S, tar bort u eller v
ur S sa blir den dterstdende méngden av noder oberoende.

Bevisa satsen genom att rdkna ut vintevardet av storleken pa S
och véntevérdet av antalet noder vi tvingas ta bort ur S, och se att vi
kommer ha i genomsnitt 5; noder kvar.

Ovning 4. Lat p € (0,1) vara fixt. For varje i € N, 14t

X — 1 med sannolikhet p
l 0 annars,

sd att Xj, Xp, X3, ... blir en slumpmaéssig foljd av nollor och ettor. Lat I
vara det minsta [ sddant att X; = 0 — detta blir alltsa ett slumpmaéssigt
heltal.

Berikna, for varje i € IN, IP (I = i). Rdkna sedan ut E [I].

Ovning 5. Antag att du samlar pa Pokemonkort.3? Vi forestaller 3 Ersatt med ditt favorit-gacha med

12

lootboxes om du vill ha ett mer samtida

exempel.
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oss en valdigt enkel modell for hur du far ett nytt kort — det finns n
stycken distinkta kort totalt, och du kan kopa ett nytt kort &t taget.
Det nya kortet du fér ar likformigt fordelat i samlingen av kort — varje
kort &r lika sannolikt.

Nar du koper ditt forsta kort dr du garanterad att fa ett kort du inte
har innan. Nér du képer ditt andra kort 4r sannolikheten bara 1 att
du rakar fa det kort du redan fick en gang — men nér du redan har de
flesta av korten kommer du oftast bara att fa ett kort du redan &ger,
inte ett nytt, sa du behover kopa valdigt manga paket for att ga fran
att ha en samling av n — 1 kort till att ha en fullstindig samling.

Lat T vara antalet ganger du behover kopa ett nytt kort for att fa en
fullstindig samling, om du borjar pd noll. Berdkna E [T].33

Ovning 6. Anvind véntevérdets linjaritet for att ge ytterligare ett
alternativt bevis for unionsbegransningen.34

% Ledtrdd: Losningen pé det har
problemet anvander 16sningen pa
foregaende problem.

3 Ledtrad: Aterigen algebra med
indikatorvariabler. Hur uttrycker man
Lgaupy itermer av 14y och 1¢py?
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