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I denna foreldsning ger vi fler tillimpningar av probabilistiska metoden
— specifikt pad min-bisection, ACNSL-olikheten, och lingsta 6kande
delfoljden i en permutation.

min-bisection-problemet

Antag att vi har en grupp personer pa en konferens, och vi vill dela
upp dem i tva lika stora grupper i olika rum. Vi vill att s4 manga
som mdjligt som kidnner varandra skall fa vara i samma rum — ekviva-
lent vill vi alltsd minimera mangden vanskapsband mellan rummen.?

Definition 1. Givet en graf G = (V,E) pa 2n noder 4r min-bisection
problemet att hitta en minimal bisektion av G, alltsa att hitta en
delméngd A € (Z) som minimerar antalet kanter mellan A och A°.
Formellt skriver vi

min |E(A, A%)|

Ae(y)
ddr E(A, A°) alltsd dr mingden av kanter mellan A och dess komple-
ment A

Hur vél kan vi 16sa det hir problemet? Ibland ar det véldigt svart
— om vi har fyra personer dar alla kanner alla, alltsa grafen &dr den
fullstindiga grafen K4, kommer vi alltid att ha 4 av 6 kanter mellan de
tva delarna.

A O O

A¢ © O

Det visar sig att nyckelegenskapen for att kunna gora det har val ar
att grafen inte far ha for manga kanter relativt antalet noder — vilket
val inte 4r allt for overraskande, om man tanker efter.

For att kunna ge en precis variant av det pastdendet behover vi en
definition och en sats fran grafteorin. Vi utelamnar beviset for satsen,
eftersom det inte anvander ndgon sannolikhetsteori.
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> Ett annat sétt att motivera det har
problemet &r att vi har en graf som &r
for stor for att lagra i minnet pa en enda
dator, sa vi vill anvianda tva datorer och
lata var och en av dem lagra halften. Sa
lange vad vi vill rakna ut bara handlar
om noder pé en av de tva datorerna kan
vi rakna lokalt — men om vi vill rdkna ut
nagot som involverar kanter mellan de
tva maskinerna maste de kommunicera
med varandra, vilket dr langsamt.

For att kunna gora snabba berdkningar
vill vi alltsa hitta ett sétt att dela upp
var graf sd att det inte gar sa manga
kanter mellan de tva delarna. Det
hér &r ett problem som behéver 16sas
i praktiken, &ven om man ofta da har
fler &n tva datorer och behover hitta en
minimal k-partition av grafen istéllet.

Figur 1: K4 uppdelad i en bisektion. Pa
grund av symmetrin i grafen &r detta sa
klart enda sittet att dela upp den.
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Definition 2. En Hamiltoncykel i en graf &dr en cykel som innehaller
alla noder exakt en géng. Givet G = ([n], E) kan vi alltsd se det som
en permutation ¢ € S, sddan att {¢(i),0c(i + 1)} dr en kant for alla i,
och {c(1),0(n)} € E.

Teorem 3 (Diracs sats). 3 Om varje nod i G = ([n], E) har grad* minst 7
sd finns det en Hamiltoncykel i G.

Vi kan anvédnda denna sats for att bevisa foljande resultat:

Proposition 4. Lit G = ([n], E) vara en graf pd ett jimnt antal noder, och
antag att varje nod har grad mindre dn 5. Dd existerar det en delmingd
Ace (n[’}]z) sddan att

|[E(A,A%)| < @
2
Bevis. Lat G’ vara komplementgrafen till G — allts& grafen dir det
finns en kant mellan varje par av noder som inte har en kant mellan
sig i G, och som inte har en kant mellan par av noder som har en kant
iG.

Vi ser enkelt att graden av i i G’ &r precis n minus graden avii G,
sd eftersom d; < n/21i G maste d; > n/2i G'. Alltsa kan vi tillimpa
Diracs sats och hitta en Hamiltoncykel ¢ i komplementgrafen G'.

Vi kan nu anvdnda denna Hamiltoncykel for att para ihop noder
i G — vi matchar ¢(1) med ¢(2), ¢(3) med ¢(4), och s& vidare. Ef-
tersom detta var en Hamiltoncykel i komplementgrafen dr vi alltsa
garanterade att vi aldrig parar ihop tvd noder som har en kant mellan
sig. Denna process illustreras i Figur 2.

Vi kan nu skapa oss en slumpmissig delmiangd A € ( r[r/l]z) genom
att, for varje par, slumpmaéssigt vélja en av de tva noderna att ha med

3 Inte fysikern, en annan Dirac.

4 Antal grannar.

Figur 2: En graf pa atta noder, med
kanter ritade i svart. Eftersom den har
maxgrad tre kan vi finna en Hamilton-
cykel i komplementgrafen, som ar ritad
i alternerande streckade och heldragna
rdda linjer. Om vi véljer enbart de
heldragna linjerna far vi en matchning
som &r disjunkt fran kanterna i grafen.
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i A, och lata den andra vara utanfor A. Denna delméngd kommer ha
rétt storlek eftersom vi véljer en nod ur varje par, sa vi maste fa precis
hélften av noderna.

L4t oss nu rdkna ut vintevardet av E(A, A°). Vi far att

Y. 1{eeE(A,Af)}]

ecE
= LB [Lieer(an
ecE

=) P(ecE(AAY)).

ecE

E[E(A A)] =E

Vad dr sannolikheten att en viss fix kant e = {u, v} gar mellan A
och A°? Jo, det hdnder precis nér vi valt att u € A ochv € AS, eller

vice versa. 54 vi kan rikna att> 5 Vi utnyttjar att de &r disjunk-
ta handelser for att ga fran
P ({u,0} € E(A,A)) =P (uec Ave A)+P(uec A% ve A). P((ueAveA)U(ueAveA)

till summan av de tva sannolikheterna.

Nyckeln nu, och anledningen att vi krdnglade med Hamiltoncykeln
och matchningen, &r att hédndelserna u € A ochv € A° maste vara
oberoende. Om u &r i A eller inte beror pa en myntsingling vi gjorde
for u och noden den parades ihop med — sa om vi kallar dess partner
forwsd dru € Aochw € A inte oberoende, men for alla v # w &r
u € A oberoende fran v € A.

S& hur vet vi att vért par u, v i var rdkning inte rdkar ha parats ihop,
s att handelserna att de ligger i A inte dr oberoende? Jo, vi vet ju att
det gér en kant mellan u och v — det dr dérfor vi ar intresserade av
dem — men det gér ingen kant mellan nagot par av noder vi parat
ihop.

Alltsa kan vi fortsdtta var rakning och fa

P ({u,v} € E(A,A°))=P(ucAveA)+P(uecAveA)

=PucA)P(ve A)+P(uec A)P(ve A)

11,11 1

22 22 2

och alltsa har vi att
E[E(A A)] = P (e € E(A,AY))

ecE
_yv 1 _IE
eeEz 2

Enligt vart sedvanliga argument att vantevardet omgjligen kan vara
mindre 4dn varje specifikt varde méste det alltsa finnas ett specifikt A
sadant att E(A, A°) < E[E(A,A%)] = @ och vi har bevisat satsen. [
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ACNSL-olikheten och VLSI

I nédstan varje sak vi gjort som involverat grafer si har vi ritat bilder
av grafen pa tavlan, och forsokt gora dessa bilder sa tydliga som
moijligt. Vi véljer att rita dem sa att kanterna inte korsar varandra om
de inte absolut méste.

Detta leder oss till en faktisk matematisk fraga: Givet en graf G,
hur fa korsningar mellan kanter kan vi rita den med?

Definition 5. En graf G som vi kan rita helt utan att ndgra kanter kor-

sar varandra kallas for plandr. I allmdnhet betecknar vi det minimala

antalet korsningar av kanter i en ritning av G med cr(G).®

Lat oss dterigen ge ett lemma som vi inte bevisar.

Lemma 6. Det giller for alla grafer G = (V, E) att
cr(G) > |E| = 3|V| +6.
Bevis. Uteldamnas.” O

Anledningen att vi ger den hér olikheten ar att vi faktiskt kan
enkelt hdrleda en starkare version av samma olikhet med ett proba-
bilistiskt trick. Sd&som mycket annan modern matematik &r listan av
upptdckare lang — till skillnad frén forr i tiden gors merparten av all
matematik i samarbeten numera.

Teorem 8 (Ajtai-Chvatal-Newborn-Szemerédi-Leighton (ACNSL)). For
varje graf G = (V, E) giiller det att, om |E| > 4|V| sd ir

EP
64|V|*

cr(G) >

Bevis. For att forenkla var notation, lat n = |V| och e = |E|. Tag ett
godtyckligt p € (0,1).

Vad vi vill gora &r att studera en slumpmaissig delgraf H till G, som
ges av att varje nod i G dr med i H med sannolikhet p, och varje kant
ar med om bagge dess d&ndpunkter ar med i H.8

Vi far av Lemma 6 att

cr(H) > |E(H)| —3|V(H)| +6.

Eftersom denna likhet géller for alla utfall méaste den ocksa gédlla om
vi tar vantevardet pa bagge sidorna,? sd fran vantevardets linjdritet far
vi alltsd att

Efer(H)] > E[[E(H)[] = 3E[|[V(H)|] +6. (1)

¢ Fran engelskans crossing number.

71dén i beviset dr att anvinda Eulers
formel och sedan resonera om att ta bort
kanter som korsar andra kanter:

Lemma 7 (Eulers formel). Om G =
(V,E) ir plandr ir

3|V| -6 > |E|.

Hur bevisar man Eulers formel? Den
dr ett specialfall av Eulerkarakteristiken
av en polyeder. For en vildigt lang
och intressant diskussion av just hur
man bevisar detta, och primart vad det
faktiskt innebar att bevisa ndgot, se Imre
Lakatos bok Proofs and Refutations, som
handlar enbart om just det.

Vill man ha en kortare diskussion
av detta kan man se till exempel
forelasningsanteckningarna for kursen
i grafteori vid detta universitet — just
amnet med planira grafer dr en av de
vackrare delarna av den kursen.

8 Detta kallas i allménhet nodperkolation
pa G. Perkolationsteori 4r ett stort &mne
i sannolikhetsteorin, med kopplingar
till fysiken — man brukar tédnka sig det
som en modell for hur vatten sipprar
genom sten. Sdledes namnlikheten till
perkolatorkaffe.

9Vi kan formulera detta som ett lemma:
Lemma 9. Om X(w) > Y(w) for varje
we QsiarE[X] >E[Y].

Bevis. Vi riknar att

E[X]= ) X(w)p(w)

weQ)

> ) Y(wp(w) =E[Y].

weQ)
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S& 14t oss studera vardera av dessa vianteviarden. Sa vi raknar att
E[[VH)]=E| )} Lpevmy
veV(G)

= Y P(weV(H) =|V(G)|p=np,
veV(G)

och

E[EH]=E| Y Tyuejerm)

{uv}€E(G)
= )Y P({uo}€E(H)
{u,v}€E(G)
= Y P(ueV(H),veV(H))
{u,v}€E(G)
= ), PueV(H)P(@eV(H) =I|EG)p*=ep
{u,v}€E(G)

Hur hanterar vi E [cr(H)]? Jo, vi tar en ritning av G som har precis
cr(G) korsningar, och rdknar hur manga av de korsningarna som &r
kvar nar vi suddat ut alla noder och kanter utanfor H. Det hdr ger
oss en ovre begransning pa cr(H) — det dr ju tdnkbart att det finns en
béttre ritning av H &n att bara rita varje nod och kant pa samma sétt
som de var ritade i G.

For att korsningen skall vara kvar kravs det sa klart att bagge
kanterna i korsningen dr kvar — och vi har sett att sannolikheten att
en enda kant ar kvar &r p?, s eftersom kanter r kvar oberoende av
varandra'® ar sannolikheten att en korsning blir kvar p*.

Sa enligt samma logik som i de andra fallen fér vi att [E [cr(H)] <
cr(G)p*, s& om vi sitter in resultatet av véara rikningar i (1) s far vi
att

prer(G) > p?e —3pn +6

s& om vi nu véljer p = 47” sa far vi alltsa

4 2 2 2 2
<4n) cr(G) > (4n)” _ 34i +6> (4n)” 341
e e e e e
vilket forenklar till pastdendet vi sade vi skulle bevisa. O

Varfor &r det hér ett intressant problem? Att rita grafer med sa fa
korsningar som mgojligt dr inte bara ett estetiskt problem nidr man ritar
saker pa en blackboard, utan ocksé ett praktiskt problem nidr man
skall designa kretskort.

Kretskorten har namligen ménga olika komponenter, som vi
kan tdanka oss som noder, som skall kopplas ihop med varandra.

Sé lange inte kopplingarna korsar varandra kan man helt enkelt

° Férutom om de utgér frdn samma nod
- men vi kan aldrig tvingas att rita tva
kanter som utgdr frdn samma nod sé att
de korsas. (Detta dr ganska uppenbart
men inte helt trivialt — fundera ett
ogonblick pa varfor det ar sant.)
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mala dit dem, men om de skall korsa behéver man gora nagot mer
komplicerat. Alltsd &r det av praktiskt intresse att hitta sétt att rita
grafer som minimerar antalet korsningar — problemet i allmédnhet med
kretskortsdesign kallas for VLSI (Very Large Scale Integration).

Lingsta okande delfoljden i en permutation

Hittills har vi bara definierat vad vi menar med betingad sannolikhet,
inte betingade vantevarden. Tolkningen av dessa &r precis vad man
hade forvintat sig — vantevardet av X betingat pa en hiandelse A &r
precis det genomsnittliga vardet X tar dd A intrédffat. Den formella
definitionen ar som foljer:

Definition 10. For varje slumpvariabel X och varje hdndelse A ges
vantevardet av X betingat pad A av

EX|Al= ¥ yP(X=y|4A).
yeX(Q)

For en given permutation ¢ av [n] kan vi studera dess okande och
minskande delfoljder, sdsom vi gjorde i Erd8s-Székeres sats nar vi
studerade ladprincipen.

Om vi tar en likformigt slumpmassig permutation, hur lang kom-
mer dess lingsta okande delf6ljd att vara?

Teorem 11. Om 0y, ir en likformigt slumpmissig permutation av [n], och
Ly, dr lingden hos dess lingsta okande delfoljd, giller det att

det vill siiga asymptotiskt iir E [Ly| ungefir /n.**

Bevis. Lat oss borja med den 6vre begransningen av E [L,]. Att rdkna
ut ett vinteviarde av ett maximum &r i allmdnhet svart, s vi behover
nagon klokt vald metod for att 6vre begransa det hér uttrycket.

Vad vi tanker oss &r att vi delar upp i tva olika fall — antingen é&r
den liangsta okande delfoljden “kort” eller s &dr den “lang”. Lat oss
sdga att den &r kort om L, < £ for nagot ¢ vi viljer senare. Vi har da
alltsa, genom lagen om total sannolikhet,™* att

E[Ly] =E[Ly | Ly < )P (Ly < £) +E[Ly | Ly > ()P (L, > 0).

Nu kan vi hitta olika rimliga 6vre begrinsningar for de tva olika
termerna. Nar L, dr “litet” kan vi skatta dess lingd som ¢, och
sannolikheten att den blir liten som ett. Nar L, dr “stort” kan vi
skatta L, som 1, men véljer att vara smartare for att begransa den lilla
sannolikheten IP (L,, > /). Alltsa har vi att

E (L] < ¢+ nP (L, > £).

" Formellt 4r vad vi visar att

&\/Lﬁ"] € [1—e(n),e+e(n)]
for varje n, dér e(n) &r en funktion som
gdr till noll med n, och e ~ 2.71828.

2 Vi har ju egentligen bara bevisat
denna for sannolikheter for hindelser,
inte for vanteviarden av slumpvariabler.
Sa vi ger det som en 6vning:

Ovning 1. Bevisa att det, for varje
slumpvariabel X och varje hiandelse A,
géller att

E[X] =E[X | AP (A)+E[X | AP (A°).
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Lat nu X, vara antalet 6kande delfoljder av lingd /, si att vi har att
P (L, > ¢) = P (X, > 0). Enligt samma resonemang med Markovs
olikhet som vi anvédnde nér vi rdknade isolerade noder i en Erd6s-
Rényi-graf har vi att P (X, > 0) < E [X,,].

Sa om vi, for varje A = {ay,a,...,4p} € ([Z]), later I, vara
hindelsen att delfdljden o (a1),0(az),...,0(a,) ar 6kande, s& har vi
alltsa att

E[X,=E| Y, Ig,a|= Y, P(a).
AE([Z]) AE([?])
Vad é&r sannolikheten att en viss delfoljd dr 6kande? Jo, det finns
totalt /! sétt att ordna elementen i delféljden, och bara ett av dem é&r i
6kande ordning. S& sammantaget har vi'3 att ' Har anvéander vi olikheten
,
E[L,] < {+nP (L, > ¢) Z!Ze<§>
=0+ nP (X, > 0) < £+ nE [X,]
=l+n ) LRy nld)
B e 0
ae(y)

n(n!) n
(=i = e

¢ 20
<lyn—" <£+n(“€/ﬁ> .

(@)

Vi kan nu komma ihag att vi i borjan av beviset sade att vi skulle

i ett av stegen.

SE

+1

vélja ¢ senare — och nu ser vi vad vi bor vélja £ som. Specifikt tar vi
¢ = ey/n + e(n) for ndgot e(n) som gar till noll med n. Da kommer
uttrycket inuti exponenten att vara mindre &n ett, och saledes ga till
noll, s& precis som &nskat kommer vi ha att

E [L,] < evn+o(1).

For att f4 var undre begransning ateranvander vi en stor del av
resonemanget vi hade for att bevisa Erdés-Székeres sats. Sasom i
den satsen kommer vi vara intresserade bade av den liangsta 6kande
och den langsta minskande delfoljden. Vi observerar att férdelningen
for langden av den ldngsta 6kande delf6ljden och for den langsta
minskande delfoljden maste vara exakt samma, sa vi kan, om vi later
M,, vara langden av den ldnsta minskande delfoljden i 0y, rdkna att

IE [Ln] + E [Ly]
2

E [Ly] +E [My]
2

—p [t M s g [V,
| s e [vEm)

E [Ln} =
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dér vi i sista steget anvdnde olikheten mellan det geometriska och
aritmetiska medelvirdet.4 4 D.vs. i allménhet att
S& om vi kan bevisa att L, M, > n for alla permutationer o sa ar vi atb Jab

klara. Sa 1at nu, likt i beviset for Erd6s-Székeres sats, L’,‘l vara langden
av den lidngsta dkande delfoljiden som slutar i k, och M vara langden
av den langsta minskande delfoljden som slutar i k.

Vad vi observerar ar att paren (LXK, DX) alla maste vara distinkta
fran varandra. Ifall vi har j < k maste vi ha antingen o(j) < o(k),
och dé kan vi forlanga den lingsta 6kande delféljden som slutar i j
genom att lagga till (k) och sluta i k, s& att L}, < L, eller s& har vi
o(j) > o(k), och da kan vi genomféra precis samma argument for att
fa Mj, < ME.

Alltsa maste foljden (LK, DX) ha n distinkta element. Dessutom
mdste alla dessa par sa klart ligga i méngden [L,] x [D,] — sd denna
méngd maste ha minst n element. Alltsa &r L,D, > n, och vi &r
klara. O

Ovningar

Ovning 2. Vi introducerade, i en 6vning till foreldsning 9, konceptet
med turneringar. En turnering med # lag &r ett satt att rikta K, —
det dr alltsd en riktad graf med en kant mellan varje par av noder,
dér kanten kan peka at endera hallet. Vi tanker oss det som att alla
lag spelar mot alla andra lag, och kanterna pekar fran vinnare till
forlorare.
Bevisa att det finns en turnering med n lag som innehéller at-
minstone n!2~" Hamiltoncykler.*> > Med Hamiltoncykel i en riktad graf

8

menar vi att vi alltid gar i den riktning
kanterna pekar - vi far aldrig lov att ga

baklidnges langst en kant.
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