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16 januari 2024

Denna fil innehéller 16sningsforslag till 6vning ett till sex pa foreldsning
ett, skrivna av en grupp som ladste kursen forra aret.

Losning 1. Vi borjar med att rita upp en bild for situationen.

Figur 1: Ett langt bord med 24 numrera-
de stolar.

Enligt uppgiften behover vi placera ut de fuskande eleverna pa
udda stolsplatser, alltsd ska vi placera ut 10 elever pa 12 platser.
Detta kan goras pa P(12,10) sitt.

Darefter har vi 14 elever kvar att placeras ut pa de kvarvarande 14
platserna. Det kan goras pa P(14, 14) stt.

Det totala antalet séttet att placera ut alla elever blir ddrmed
12!14!

21
Anledningen till att vi anvander permutationer i 16sningen ar for

P(12,10)P(14,14) =

att vi ser bade stolsplatserna och studenterna som sérskiljbara.

Tips. Viktigt i liknande uppgifter &r att identifiera ifall platserna,
stolarna i det hér fallet, dr sdrskiljbara eller inte. Om de &r sdrskiljbara,
som i det hir fallet, s& anvénder vi oss av permutationer. Ar de inte
unika sé far vi anvanda oss av kombinationer istéllet. I var figur
numrerar vi alltsd stolsplatserna, sa att vi kan se skillnad pa dem pa
vilket nummer de har.

Ett sdtt att enklare forsta uppgiften dr att vi ska dela ut stolsnum-
mer till eleverna, istdllet for att placera ut eleverna pa stolarna. Da
kan det bli enklare att forstd varfor det gar att placera ut de 10 fus-
kande eleverna pa de 12 udda platserna pa P(12,10) olika sitt — 12
stolsnummer ska delas ut till 10 personer.

Losning 2.

n—1 n(n—1)!
”(k—1) T h—Din—1—(k—1))
~ n(n—-1)!

T k—1)(n—k)!



FORELASNING 1, LOSNINGSFORSLAG PA UPPGIFTER - 1TMAO20

Tips. Expandera utrycket genom att anvdnda definitionen av binomi-

alkoefficienter
AN n!
(k) a kl'(n—k)!"

Téank pé att n-fakultet kan skrivas som
n=nn—-1)(n-2).2-1

och att

i (n—ll)' och n(n—1)! =nl
Losning 3. Fran sidnoten fér vi tipset att tinka pa det som att vilja
en grupp med ledare. Vi forsoker nu studera vansterledet for sig och
hogerledet for sig for att kombinatoriskt bevisa likheten.

Vi kollar pa vinsterledet forst: Vi vill vélja en grupp med k perso-
ner i och vi har totalt n stycken personer att vilja pa. Antalet sdtt vi
kan skapa denna gruppen pd ges av (;). Vi har alltsd berdknat antalet
sdtt att skapa en grupp med k personer.

Nu vill vi vélja en ledare bland dessa personer. Vi har k potentiella
ledare, sa multiplikationsregeln sédger oss att vi far antalet sétt att vélja
en grupp med ledare genom att multiplicera antalet sitt att vélja en

grupp med antalet sétt att vélja en ledare, alltsa

(&)

Nu tittar vi pa hogerledet: Vi vill visa att hogerledet ockséd berdk-
nar antalet sétt att skapa en grupp med k personer varav en person
ar ledare. Vi har n personer att vélja pa och vi ska ha en grupp pa k
personer, varav en ska vara ledare.

Vi borjar med att vélja en person som ska vara vér ledare, vilket vi
kan gora pa n sétt. Sedan vill vi vélja en grupp till den hér ledaren.
Vi har n — 1 personer kvar att vélja pa och k — 1 platser kvar att fylla
upp i gruppen. Antalet sétt att skapa gruppen av resterande personer

blir da
n—1
(i)

Sa antalet sitt att skapa en grupp med en ledare och k — 1 medlem-
mar (alltsa totalt k medlemmar) &r

n—1
(3 21):

Tips. 1. I denna uppgiften anvande vi oss av att vi ska skapa grup-
per. Ett bra sétt att 16sa liknande uppgifter dr att se det som att vi
ska skapa grupper med personer av olika slag. Det kan vara en
grupp med en eller flera ledare, grupper av olika storlekar med oli-

ka manga personer som ska véljas ut eller plockas bort med mera.
Forsok att skapa ett sammanhang.
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2. Ar det svart att hitta ett ssmmanhang sa forsok att identifiera vari-
ablerna en efter en, sa i detta fallet forsok forst att identifiera vad k
skulle kunna innebira och vad (}) skulle kunna innebéra. Forsok
ocksa att starta med en sida, s& antingen vinster led eller hoger led.
Identifiera de olika variablerna (till exempel i ett sammanhang) pa
den sidan och forsok sedan skapa en matchning med andra sidan.

3. Ett sétt att se pa det dr som ett handelseforlopp. Betrakta vénster
led i Ovning ??: Forst hander en sak — vi viljer tva av totalt n
stycken saker. Sedan, efter att vi gjort det “sker” andra parentesen
som sdger att vi nu véljer k — 2 saker av en hog som nu &r 2 féarre
an den var forut. Genom detta kan vi férsoka skapa oss en bild av
ett handelseforlopp som dessa uttryck representerar.

Losning 4. Har kan vi tdnka pa ungefar samma sétt som uppgift 3,
men nu dr skillnaden att vi ska vilja 2 ledare istéllet for en.

Vi har en grupp pa n personer och vi vill vélja ut en liten grupp
med k personer i varav 2 kommer utses till ledare.

Vi borjar med vinsterledet: Vi har alltsa n personer och vi vill vélja
tva stycken ledare av alla de n personerna. Detta kan vi gora pa

)

Nar det dr gjort sa har vi n — 2 personer kvar som inte blivit valda,

satt.

och av de n — 2 personerna vill vi vélja ut k — 2 stycken for att skapa
en grupp som tillsammans med de tva ledarna skapar en grupp pa k
personer.

Gruppen pa k — 2 personer kan vi skapa pa (Z:%) sétt, eftersom vi
har n — 2 personer kvar att vélja bland. Nar vi da multiplicerar

n\ (n—2
() =2)
far vi alltsa antalet satt att forma en grupp med k personer varav 2
stycken é&r ledare.
Vi kollar pd hogerledet: I hogerledet tanker vi forst att vi vill
skapa en grupp med k personer av de n stycken mojliga personerna.

Antalet sitt att gora detta pé dr (). Nar vi har skapat en grupp med k
personer i sa vill vi vélja tva stycken ledare. Detta kan vi gora pa

k
2
sétt eftersom vi har k stycken mojliga ledare.

Poangen ar alltsa att HL och VL bara gor saker i olika ordning. VL
véljer ledarna forst och gruppen sedan medans HL viéljer gruppen
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forst och sedan véljer ledarna i gruppen. Nu har vi visat att bade
vansterledet och hogerledet bdda berdknar antalet sétt att forma en
grupp med k personer varav tva personer ar ledare, ur en grupp av
totalt n personer.

Tips. Du kan anvanda samma tips som for uppgift 3.

Losning 5. 1. Det finns |A| + |B| = 1547 = 22. stycken sitt att
vdlja ett objekt fran A eller ett objekt fran B. Du kan berdkna detta
med additionsregeln. Det beror pé att det inte spelar ndgon roll om
vi véljer ett objekt ur A eller ett ur B vilket gor att man kan tanka
att man bara lidgger ihop alla element i samma méangd och tar en.
Antalet majliga val dr ju dé bara det totala antalet element.

2. Det finns |A||B| = 15 -7 = 105 sétt att vélja ett objekt fran A och
ett objekt frdn B. Detta géller frdn multiplikationsregeln. Detta kan
man se som att om vi tar upp ett element ur hogen A finns det nu
exakt |B| val ur B. Detta géller for alla element i A vilket gor att
vi kan multiplicera med antalet i B och det ger det totala antalet
kombinationer.

3. Det dr antalet sétt vi kan vilja ett objekt ur A och ett objekt ur B,
alltsa 15 -7 = 105. Detta dr den notation som anvéands for att
beskriva multiplikationsregeln, det dr darfor vi egentligen gor
samma sak hédr som i forra uppgiften.

4. Det dr antalet satt att vélja ett objekt ur A eller ett objekt ur B, alltsa
15 4+ 7 = 22. Detta dr den notation som anvénds for att beskriva
additionsregeln.

5. Det storsta vardet |A U B| kan anta ar 15 4+ 7 = 22. I detta fallet
(storsta mojliga unionen) kommer alla element i B vara olika fran
alla element i A, vilket gor att vdr nya mangd kommer innehdlla
alla 7 element i B och alla 15 element i A.

Figur 2: A U B blir som storst nér de,
sasom i figuren, dr disjunkta.

Det minsta vdrdet |A U B| kan anta dr 15. I detta fallet (minsta
mojliga unionen) kommer alla element i B vara ndrvarande i A.
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Alltsd kommer var nya médngd vara lika med méangden A, eftersom
B ocksd dr narvarande i den méngden.

Figur 3: A U B blir som minst nér B
ligger i A.

6. Det storsta vardet som |A N B| kan anta &r 7. I detta faller kommer
alla element i B vara ndrvarande i A, sdsom i Figur 3. Alltsa
kommer |A N B| = B, och vi far med alla element i B.

Det minsta viardet som |A N B| kan anta &r 0. I detta fallet sa
kommer alla element i B vara skilda frén alla element i A och vart
snitt kommer da bli en tom méngd, sdsom i Figur 2.

Tips. 1. Isddana uppgifter ar det bra att fundera 6ver hur additions-
regeln och multiplikationsregeln kan appliceras.

2. Rita upp méngderna och de olika fallen, ligger méngderna i
varandra (innehéller samma element), ligger de utanfor varandra
(innehéller inte samma element) eller ligger de delvis i varand-
ra/utanfor varandra?

Losning 6. a) Additionsregeln ger att det finns 5 + 7 = 12 sitt att
vélja en slips att ha pé sig pé intervjun.

b) Vi kan vélja fritt mellan de seridsa slipsarna och de med komiskt
tryck. Alltsd hur manga sétt kan man vélja tva slipsar fran tolv
stycken slipsar. Det blir antalet kombinationer

2y _ 2o 1211
2) 2(12=2)t _20-100 2

c) Svaret ges av multiplikationsreglen, da vi vill veta hur ménga satt
vi kan vilja en slips frdn méngden av seritsa slipsar och en slips
frdn mangden av komiska slipsar.

5.7 =35.

Tips. Tipsen till 6vning 5 géller &ven for 6vning 6.



