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Vi bevisar binomialsatsen med ett kombinatoriskt bevis. Vi fortsitter
med att diskutera omordningar och kompositioner, fran vilket vi
hérleder multinomialsatsen. Sedan introducerar vi lddprincipen, och
anvander den for att bevisa ett resultat om Ramseytalen och Erdé&s-
Szekeres sats.

Binomialsatsen

Teorem 1 (Binomialsatsen). For varje heltal n > 0 giller det att?

e =3 (1)

k=0

Bevis. Studera uttrycket

x+y)"=(x+y)(x+y)...(x+y).

Vad ar det vi gor ndr vi expanderar ut detta uttrycket? Jo, vi
vdljer for varje parentes om vi tar ett x eller ett y — eller uttryckt i
kombinatoriska termer, vi bildar ett ord ur alfabetet {x,y}. Sa for
n = 3 far vi till exempel att

(x+y)(x+y)(x+y) = xxx+ xxY + XYY + YXX + YXY + Yyy + XYX + YyX.

Sedan kommer vi ihdg att multiplikation 4r kommutativt, sa xyy =
yxy. Alltsa spelar det ingen roll i vilken ordning vi gjorde valen, bara
hur méanga génger vi valde x och hur manga ganger vi valde y.3

Sa antalet ganger vi far en term som &r lika med x"*y* kommer
alltsa vara antalet {x, y}-strdngar med k stycken y. Det antalet &r sa
klart samma som antalet sétt att vélja k platser att skriva y ur den
totala mingden av n platser — det vill sédga (}).

Vi har allts sett att koefficienten framfor x" ¥y nér vi forenklat
uttrycket kommer att vara (). Eftersom detta argument fungerar for

varje k har vi bevisat satsen. O
Exempel 2. Ge ett algebraiskt och ett kombinatoriskt bevis for att
" n
3" = 2t
L)

Kombinatoriskt bevis. Lat oss rakna antalet terndra strangar* av langd

*vilhelm.agdur@math.uu.se

* Lagg marke till att vi inte dr sa precisa
kring vad x och y &r. I versionen ni
larde er i gymnasiet dr de tva reella

tal, men egentligen &r det hér en likhet
mellan polynom, som géller mycket
mer allméant. Vi anvander ju inte nigra
specifika egenskaper hos de reella talen
i det hér beviset, bara rakneregler for
polynom. Naér ni laser en kurs i algebra
kommer ni se hur generellt den sortens
rakningar fungerar.

3 Alltsd, formulerat pa ett annat sétt,
etiketterna av “nér valdes vilken” spelar
ingen roll.

4 Det vill sdga strangar med alfabetet
{0,1,2}.
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n pa tva olika satt. Det enkla séttet dr att anvanda multiplikations-
principen — for varje bokstav har vi tre val, och vi behover vilja n
ganger, alltsd blir produkten av antalet val for varje gang 3".

Ett annat sitt att rdkna detta ar att dela upp efter hur ménga ettor
ordet innehéller. Forst véljer vi antalet ettor, sedan véljer vi var
ettorna skall sta, och till sist véljer vi vad resten av bokstédverna skall
vara for nagot.

Givet att vi vet att vi skall ha k stycken ettor, och vi vet var de skall
std, sa har vi n — k bokstdver kvar att gora ett val f6r — och nu har vi
bara tva val, eftersom vi inte far vélja ettor utan bara nollor och tvaor.
S& enligt multiplikationsprincipen multiplicerar vi antalet val vi har i
varje fall och far att det finns 2"~ sitt att fylla i resten av ordet med
nollor och tvaor.

Givet att vi vet att vi skall ha k stycken ettor, hur manga olika
strangar kan vi skapa? Antalet sétt att vélja var ettorna skall std &r
precis antalet kombinationer av k element frdn méngden av platser,
[n], och vi vet att det dr (}). Nar vi vl valt var ettorna skall sta kan
vi fylla i resten pa 2" % sitt, som vi sig i foregdende stycket, sa
multiplikationsprincipen ger oss att det maste finnas (2)2””‘ strangar
av langd n med k stycken ettor.

Till slut vet vi att det totala antalet ternéra strangar maste vara
summan av detta 6ver alla k, enligt additionsprincipen. S& om vi
summerar detta far vi att det finns

i <n) ok

k=0 k
terndra strangar. Efter att ha tillimpat likheten (}) = (,";) och
vant pd indexeringen i summan ser vi att detta dr precis hoger led i
ekvationen vi gav. O

Algebraiskt bevis. Vi anvdnder binomialsatsen och ser att

3" =(1+2)"
n n
”) —kok Y 5k
=Y ()12 =Y < >2 :
k=0 <k k=0 k
O
Omordningar
Definition 3. En omordning® av en X-strdng s dr en annan X-string 5 Engelska rearrangement, det verkar inte
s’ dér varje element i X forekommer lika ménga géngeri s’ som is. finnas ett helt inarbetat svenskt ord for
. . . , = detta, sa omordning far fungera, om an
Specifikt maste alltsd s och s’ vara av samma ldngd. Klumpigt.

Exempel 4. Det finns sex omordningar av ABBA:

ABBA, ABAB, AABB,BAAB,BABA,BBAA.
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Proposition 5. Om s dr en bindr string av lingd n med k stycken ettor
finns det (}) stycken omordningar av s.

Bevis. Vi behover helt enkelt rdkna antalet bindra strangar av lingd

n som har k stycken ettor. For att konstruera en sddan behéover vi
helt enkelt vilja pa vilka platser det skall sta en etta — alltsa vilja en
delmingd av k platser av de totalt n platserna. Detta vet vi att vi kan
gora pé (y) satt. O

Kompositioner

Antag att vi vill férdela ut n stycken osérskiljbara objekt bland k
sérskiljbara méanniskor.

Exempel 6. Tre stycken ldrare konkurrerar om tva stycken dpplen de
har fatt av sina elever. P4 hur ménga olika sitt kan dpplena fordelas
ut?

Har dr n = 2 och k = 3. Det finns sex olika sétt:

Applen for A Applen for B Applen for C

© O O »r = N
S r N O R O
N R O r O O

Definition 7. En multi-mingd ar en méngd dar ett objekt kan vara

med mer &n en géng.6 En multi-delmingd till en (multi-)mangd ar en ¢ Alltsd &r {1,1,2} en annan multi-
mingd &n {1,2}, trots att de &r samma

delméngd som kan innehalla samma objekt ur mangden flera ganger.” ;
som mangder.

Vi kan betrakta ett sétt att fordela n stycken osarskiljbara foremal 784 ti 5 )
4 till exempel dr {a,b,a,c} en multi-

mellan k sdrskiljbara personer som ett sétt att vélja en multi-delmangd delméngd till {a,b,c,d}.

av storlek n ur méngden av personer. Vi kan ocksa ekvivalent betrak-

ta det som ett sétt att skriva n som summan av k stycken ickenegativa

eltal dar ordningen i summan spelar roll. tsdatt1+0+30och0+1+3ar
heltal dér ordning pelar roll.3 5 All 1+0+30ch0+1+3

olika satt att skriva 4.
Proposition 8. Det finns (") = (""*1) multi-delmingder av storlek
n till en mingd med k element.Detta riknar alltsd ocksd sitt att fordela n

osiirskiljbara foremdl mellan k sirskiljbara personer.

Bevis. Metoden for det hér beviset brukar kallas for ett pinnar-och-

stjérnor—argument.9 9 Engelska stars and bars argument.
Vi studerar ord ur alfabetet {*, |} med k — 1 stycken pinnar och n

stycken stjarnor. Till exempel om n =6 och k =5
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Vi tolkar detta ordet som en férdelning av foremal till personer
sdsom foOljer: Person ett far alla stjarnor innan forsta strecket, person
tva alla mellan forsta och andra strecket, och sa vidare, tills person
k far alla stjarnor efter det sista strecket. I vart exempel far alltsa
person ett tva foremaél, person tva inga, person tre och fyra ett var,
och person fem far tva.

Detta etablerar en bijektion mellan vara ord och férdelningarna till
personer. Vi vet fran Proposition 5'° hur man raknar antalet sadana
ord — véra ord har lingd n + k — 1 (de innehaller # stjarnor och k — 1
streck) och k — 1 av dem &r av ena typen, sa det mdste finnas totalt
("ﬁ Il) ord, och alltsé lika ménga fordelningar. O
Exempel 9. Hur ménga l6sningar har ekvationen x + y + z = 15, ifall
vi kréver att x, y, och z alla skall vara positiva heltal?

Vi kan se det hédr som en variant av problemet med att fordela
osdrskiljbara objekt mellan sdrskiljbara personer, dér objekten &r ettor
och personerna &r vara tre variabler.

Vi borjar med att ge varje variabel en etta, eftersom alla méste
vara storre dn noll. Sedan har vi tolv ettor kvar att fordela mellan tre
variabler, sa Proposition 8 sdger oss att det finns (12;_31_ h = (124) =91
16sningar.

Definition 10. I allménhet dr antalet sétt att skriva n som en summa
av ett godtyckligt antal positiva heltal, ddr ordningen vi skrivar sum-
man i spelar roll'*, antalet kompositioner'* av n. Vi studerade alltsd
just antalet kompositioner av langd 3 av 15.

Multinomialkoefficienter

Exempel 11. Hur ménga omordningar finns det av ordet SPAPASTA?"3
Det har 2 stycken S och P, 3 stycken A, och ett T. Vi kan skapa en
omordning av detta ordet genom att forst vélja var vi placerar Ana
— det kan vi gora pa (g) sétt, eftersom vi har atta platser och tre An.
Nar vi placerat ut dem har vi 8 — 3 = 5 sitt att placera ut vara tva S,
sé vi har (g) val f6r hur vi gor det.
Likaledes har vi (;) sétt att placera ut vara Pn, och till slut (%) enda
sétt att placera ut vart T. Sammantaget blir det alltsa

8\ /5\ /3\ /1| 8 5 3 1
(5 6)6) - s
8!
= 3202011

Definition 12. For varje heltal # och varje samling av heltal kq, ko, ..., k;
sddana att k1 + ky + ... + k, = n betecknar vi multinomialkoefficienten

1MAO20 4

° Den propositionen handlar om binéra
strangar, men vi har alfabetet {, |} -
det spelar sa klart ingen roll for antalet
vad vi kallar vara bokstaver.

144 och 4 +1 &r alltsd olika komposi-
tioner av 5.

> Inte att blanda ihop med kombinationer,
trots ordens snarlikhet.

3 Ursprungligen ville jag ha det rimliga-
re ordet pastasds, men KTEX gillar visst
inte A i ekvationer.
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n _ n!
ki, ko, ... ke)  kilko!... k!

Notera att vara vanliga binomialkoefficienter &r specialfallet nar

o (0)= (i) = ()

Proposition 13. Antag att s ir en X-string av lingd n, som innehdller
k1 stycken x1, ko stycken xo, och sd vidare, upp till k, stycken x, —sd ki +
ko + ...k, = n. Antalet omordningar av s ges av multinomialkoefficienten

(klszrfl---,kr)'

Bevis. Lat R vara antalet omordningar av s. Vi anvander aterigen
“rakna samma sak pa tva olika sdtt”-metoden. Den hdr gidngen &r vad
vi vill rédkna antalet permutationer av lingd n ur alfabetet™ 454 i fallet dr vart ord &r SPAPASTA
blir
X' = {x},x3,.. .,xllcl, X' = {s1,8% 1, P, a1, 42, A% T1}.
x%, x%, ey, x];z, Vi tar helt enkelt varje bokstav och ger

den en etikett, si att bokstdverna blir
sdrskiljbara.

1.2 k
Xy, Xey oo, X0 b

Eftersom X’ har exakt n bokstédver vet vi att antalet permutationer
av det alfabetet &r precis n!.

Lat oss nu rdkna pa ett mer komplicerat satt. Vi kan ocksa skapa
oss en permutation av X’ genom att forst vélja en omordning av
s, och sedan vilja ett sétt att sétta etiketter pa bokstdverna i den

omordningen.15 554 vi véljer en omordning av
SPAPASTA, till exempel ASPTAPAS,

. . . . och sitter sedan etiketter pa bok-
ken, och vi skall sitta etiketter mellan 1 och k1 pd dem. Det kan stiverna for att fa till exempel

Om vi bara studerar vara x; i omordningen av s sd har vi k; styc-

vi gora pa kq! sdtt. Det samma giller for varje annan bokstav, sd AZSIP2TIATPIA’S?, vilket ér en
multiplikationsprincipen sdger oss att det totala antalet satt att sdtta permutation av X'
etiketter mdste vara kq'k!...k;!. Det totala antalet permutationer av
X' méste alltsé vara R, antalet omordningar, ganger detta, sa vi har
sett att

n! = Rkylky! .. . k;!
och om vi lgser detta for R far vi precis den sokta satsen. O

Teorem 14 (Multinomialsatsen). Det giller att

n ki k k
(x14+x+...+x)" = ) (k P k)xllxzz...x,’
ky,kz,....kr >0 L A2y e o0 By

ki+ko+...+ky=n

Bevis. Precis samma argument som for binomialsatsen fungerar
hér. O
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Lddprincipen

Teorem 15 (Ladprincipen). ® Om vi har m stycken objekt som skall
fordelas i n lddor, och m > n, sd kommer ndgon ldda behdva innehilla mer
in ett objekt.

Exempel 16. Om det finns tretton studenter i rummet maste dtminsto-
ne tva av dem fylla ar i samma manad. Hér &r studenterna objekten
och arets manader ladorna.'”

Teorem 17 (Generaliserade ladprincipen). Om vi har m objekt som skall
fordelas i n lddor, och m > kn, sd mdste dtminstone en av lddorna innehdlla
minst k + 1 objekt.

Exempel 18. Om det finns tjugofem studenter i rummet maste det
finnas minst en ménad i vilken tre eller fler av dem fyller &r.

Exempel 19. Antag att fem punkter placeras i en liksidig triangel med
sidlangd ett. D4 finns det tvd punkter vars avstdnd mellan varandra
ar hogst 1.

Dela upp triangeln i fyra bitar, enligt figuren. Ladprincipen sager

oss att det maste finnas en av dessa bitar som innehaller minst tva
punkter. Men om de ligger i samma bit méste deras avstdnd mellan
varandra vara hogst 1.

Exempel 20. For varje méngd av fem punkter pd en sfar finns det ett
halvklot som innehéller minst fyra av punkterna.

Vilj tva av de fem punkterna godtyckligt och rita storcirkeln som
passerar genom dem. Denna delar upp jorden i tva halvklot, s&
ladprincipen séger oss att ett av dessa halvklot maste innehalla minst
tva av de aterstdende tre punkterna. Det halvklotet har alltsa de tva
punkterna vi ritade storcirkeln genom och minst tva punkter till, for
totalt minst fyra.

Exempel 21. I varje grupp av sex personer finns det antingen en
grupp av tre personer som alla dr vanner eller en grupp av tre perso-
ner som alla inte &r vanner.'8

Vilj en godtycklig person i gruppen. Enligt lddprincipen maste
det antingen finnas tre personer som hon inte dr van med, eller tre

personer som hon &dr van med.

1IMAO20 6

16 Ocksa kallad Dirichlets 1&dprincip,
efter den tyske matematikern Peter
Gustav Lejeune Dirichlet. Eller pa
engelska “the pigeonhole principle” —
vilket onekligen &r ett mer malande
namn &n var svenska ladprincip.

7 Har onskar jag att kursen gick pa
engelska, si jag kunde skriva, sdsom
i forra foreldsarens anteckningar, att
“students are pigeons”.

Figur 1: Figur tagen fran forra foreldsa-
rens foreldsningsanteckningar.

Vi antar hér att “dr vdnner”-relationen
ar symmetrisk, det vill sidga att om jag
dr van med dig &r du van med mig.
Forhoppningsvis dr det antagandet sant
pa universitetet, &ven om det inte var
sant i mellanstadiet.
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Ifall det finns tre personer som hon inte dr van med har vi tva fall -
antingen dr alla tre vinner med varandra, i vilket fall vi dr klara, eller
sé finns det ett par av dem som inte kdnner varandra. Men i s4 fall
bildar det paret, tillsammans med var forsta person, en grupp av tre
personer som alla inte kdnner varandra.

Ifall det finns tre personer som hon &r van med resonerar vi pa
samma vis. Antingen dr ingen av de tre personerna vianner med
varandra, i vilket fall vi hittat var grupp, eller sa finns det ett par som
kdnner varandra, och i s fall bildar det paret tillsammans med var
forsta person en triangel som kdnner varandra.

Vad vi just studerat &dr det enklaste fallet av Ramseys sats.” Lat oss
definiera en lite mer allmén version av problemet.

Definition 22. For varje par av positiva heltal  och s dr R(r,s) det
minsta heltalet sadant att det for alla méngder X av storlek minst
R(r,s) utrustade med en symmetrisk och reflexiv relation ~ antingen
existerar A € ()f) sadant att a ~ a4’ for alla a,a’ € A, eller existerar

B € (¥) sddant att b £ b’ for alla b # b’ i B.2°

Vad Exempel 21 visade idr alltsa att R(3,3) = 6. Vad Ramseys sats
sdger i allmédnhet &r att R(r,s) ar dndligt.>*

Teorem 23 (Ramseys sats). For varjer,s > 1ir R(r,s) < oo.

Teorem 24 (Erd6s-Szekeres). For allar,s > 1 giiller det att varje foljd av
(r —1)(s — 1) + 1 distinkta reella tal antingen innehdller en dkande delfoljd
av lingd r eller en minskande delfoljd av lingd s.*>

Bevis. Kalla var talf6ljd ny,ny, ..., 1(,_1)(s—1)+1- Ge varje n; en etikett
(a;, b;) som foljer: a; dr langden av den lingsta tkande delf6ljden som
slutar i n;, och b; dr lingden av den lingsta minskande delf6ljden som
slutar i n;.%3

Vi hidvdar att alla tal n; far distinkta etiketter. Overvig paret n;, nj
fori < j—om n; < n; kan vi fortsétta den lingsta ckande delféljden
som slutar i n; genom att lagga till nj, sd aj > a; + 1. Likaledes, om
n; > n;j kan vi fortsitta den langsta minskande delfoljden som slutar i
n; genom att lagga till nj, sa b; > b; + 1.

Antag nu for motségelse att det inte finns ndgon 6kande delfoljd
av langd r, och ingen minskande delfoljd av laingd s. Da maste
1<g;<r—1ochl<b <s—1forallai>*

Alltsé finns det (r — 1)(s — 1) tillgéngliga etiketter att tilldela till
(r —1)(s — 1) + 1 stycken objekt, och alla objekten maste f& distinkta
etiktter. Ladprincipen sédger oss att detta dr omojligt, och vi har var
motsagelse. O

1MAO20 7

9 Namngiven efter Frank P. Ramsey,
som var en fascinerande person som
hann bli van med Wittgenstein och
Keynes och finna viktiga resultat inom
ekonomi, matematik, och filosofi innan
sin bortgang vid 26 ars alder.

54, for varje par av positiva heltal r
och s dr R(r,s) det minsta antalet perso-
ner man behéver bjuda in pa en fest for
att det skall finnas antingen en grupp
av r personer som alla kidnner varandra,
eller en grupp av s personer dér ingen
kdnner nagon annan i gruppen.

Eller mer formellt, formulerat i termer
av grafer:

R(r,s) &r det minsta talet sddant att
varje graf G med minst R(r,s) noder
antingen innehaller en klick av storlek r
eller en oberoende méngd av storlek s.

21 Problemet att berdkna exakt vad
R(r,s) &r &r extremt svért — vi vet att
R(4,4) = 18, men kan inte bestimma
R(5,5) mer exakt dn att det 4r mellan 43
och 48.

»> Med en 6kande delfoljd till foljden
ay,a,...,ay menar vi rent konkret en
folid avindex 1 < n; < np < m < N
sadan att a,, < ay, < ... < ay,, och
motsvarande for en minskande delfoljd.
2 Har menar vi med “slutar i” inte att
de inte kan fortsittas langre med nagot
n; for j > i, bara att vi miter langden av
foljderna fram till 7.

*a;,b; > 1 eftersom n; sjdlvt ar en
delfoljd som ar bade minskande och
okande.
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Ovningar

Ovning 1. Hur ménga heltalslosningar finns det till x +y + z = 43,
om vi krdver att x > 1,y > 17, och z > 5?

Ovning 2. Hur ménga omordningar finns det av ordet 54240244?
Hur ménga omordningar finns det av det ordet som inte borjar
med en nolla?

Ovning 3. Hur méanga terndra strangar av langd 2n finns det, dér
ettorna bara far dyka upp pa udda positioner?

Ovning 4. Lat m och w vara positiva heltal. Ge ett kombinatoriskt
bevis for att det, for varje 0 < k < m + w, géller att

L) ()

Ovning 5. Antag att du dger svarta, graa, blaa, och vita strumpor. Ty-

varr dr du vadldigt oorganiserad, sa du forvarar dem inte i par. Varje

morgon stracker du dig ner i din strumplada och tar upp strumpor

slumpmadssigt, en i taget, tills du har ett matchande par av nagon farg.
Hur mdanga strumpor kan du som mest behéva plocka upp?

Ovning 6. Man kan visa, med samma metod som vi anvinde i
Exempel 21, att

R(r,s) < R(r—1,s) +R(r,s — 1)

for allar,s > 2.

Anvind denna olikhet for att bevisa Ramseys sats, Teorem 23.25 % Ledtrad: Induktion. Vad kan basfallet
tankas vara?
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