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Vi introducerar inklusion-exklusion, och anvidnder det for att rakna
l6sningar pa ekvationer och antalet permutationer som dr derangemang.
Vi fortsdtter med att rdkna antalet surjektioner med hjalp av inklusion-
exklusion. Sedan anvinder vi det resultatet om surjektioner for att
rikna antalet méngdpartitioner.

Inklusion-exklusion

I matematiska institutionens fikarum for de anstdllda brukar det
finnas dpplen, klementiner, och bananer i fruktlddorna. Om ndgon
sdger dig att det for tillfallet finns femton runda frukter och tio frukter
som inte gar att odla i Sverige i ladorna, kan du rdkna ut hur manga
frukter det finns?

Det kan du forstds inte — problemet dr att en klementin tillhor
bada kategorierna, sa om det finns tio klementiner finns det totalt
femton frukter (tio klementiner och fem dpplen), men om det finns
noll klementiner finns det totalt tjugofem frukter (femton dpplen och
tio bananer). Utan informationen om hur manga klementiner det
finns kan svaret pé fradgan variera.

Om vi later A vara méngden av runda frukter och B vara mangden
av frukter som inte kan odlas i Sverige dr vad vi har observerat att>

|AUB| = |A|+ |B| — |ANB].

En dag kommer en administrator pa idén att citroner faktiskt
ocksa dr en frukt, och berittar for dig att idag finns det tio runda
frukter, elva som inte kan odlas i Sverige, och sju gula frukter. Du blir
forvirrad och gar hem och ritar ett Venndiagram 6ver frukter.3

Formeln du kommer pé efter att ha studerat ditt Venndiagram é&r
att

|AUBUC| = |A| +|B| +|C]|
—|ANB|—-]ANC|—|BNC]
+|ANBNC|.
Innan den fruktgalna administratoren hinner lagga till &nnu en

absurd kategori av frukt undsétter dig din kombinatorikldrare med
foljande sats:
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? Jamfor detta med additionsprinci-
pen, som i en formulering sédger att
|ATIB| = |A| + |B|. Nér vi introducera-
de den var vi noggranna med skillnaden
mellan [ ] och U, och sade att vi skulle
dterkomma till vad som hander om A
och B kan dela element.

Detta ar var aterkomst.

3 Nésta morgon far du reda pa att

det nu dessutom finns gula dpplen,
péron, stjarnfrukt, och Xoconostler. Du
skriver en arg insandare i UNT om
vad universitetet egentligen ldgger sin
budget pa.
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Teorem 1 (Inklusion-exklusion). For varje samling av mingder Ay, ..., Ay
giiller det att

Z (71)|I|+1

IC[n]
120

A

iel

- é(—n“ v Nnall,

IC[n] liel
1| =k
eller, uttryckt mindre kompakt, att
n n
U 4i| = Y lAil
i=1 i=1
- L [aina
{ij}eln]
+ Z |A1' N A]' N Ak’
{ijk}eln]

+ (=) A N AN N A,

Innan vi bevisar detta behover vi definiera ett valdigt nyttigt verk-
tyg som vi kommer anvédnda i beviset.

Definition 2. Antag att vi har tvd médngder A och X, med A C X. Vi
definierar indikatorfunktionen 14 : X — {0,1} for mingden A som

1 x€A
La(x) = 0 xeA

Den ér alltsa ett om och endast om dess argument liggeri A. Vi
kan observera nagra grundldggande egenskaper hos dessa funktioner:

* 1a(x)lp(x) = Lanp(x)

* 1-Ta(x)=1x4(x)

* Al =Liex1alx)

e (1a(x))" =14(x) forallan #0.

Med denna definition gjord kan vi nu resonera algebraiskt om
méngder och deras kardinalitet, och kan alltsd ge ett algebraiskt bevis
av inklusion-exklusion-principen.

Algebraiskt bevis av Teorem 1. Lat X = U} | A;. Vi ser att

n

U A

i=1

=) 1x(x)

xeX
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sd vi kan fokusera pa varje punkt i taget, och visa att den rdknas ritt
antal ganger.
Studera nu uttrycket

(Ix(x) = T, (0)) (Ix (x) = La,(x)) ... (Ix(x) — 14, (x))

och observera att det maste vara identiskt noll. For varje element
x € X ligger ju i ndgot A;, sd produkten innehaller en term 1x(x) —
Tg(x)=1-1=0,

Vad far vi om vi multiplicerar ut detta uttrycket? Jo, vi far en term
per méngd I C [n], ddr vi valt sidan 1x(x) féri ¢ I och valt sidan
—14,(x) for i € 1.4 Vi vet att uttrycket ar noll, sé vad vi far ar likheten

L (@x()" T (=1a) = 0.
I1C[n] icl
Om vi nu flyttar 6ver termen i denna summa dér I = @ péa andra
sidan likhetstecknet, och bryter ut minustecknen ur produkten, blir
detta

Y (ix(x)" M (=) T 14, (x) = (1x(x))".

IC[n] iel
120

I hoger led kan vi omedelbart anvdnda en av vara rdkneregler
for att se att det &r 1x(x), vilket &r vad vi ville ha, sa det aterstar att
forenkla vanster led.

Vi borjar med att anvanda oss utav att 14 (x)1p(x) = Lanp(x) for
att bli av med produkten, sa att vi far

Y (x ()" M (=)l g (x) = 1x(x).

I1C[n]
1#D

Vi hdvdar nu att vi helt kan stryka termen (1 X(x))”_m ur uttrycket.

Om I = [n] 4r denna term helt enkelt (1x(x))® = 1, s vi kan trivialt
stryka den. Om I # [n] kan vi forst anvdnda vér riakneregel om
exponenter av indikatorfunktioner och fa att (]lx(x))”fll| = 1x(x),
och sedan observera att X N (\;c; Ai = N;eg Ai, eftersom ;7 A; C X.
Alltsé ger var rakneregel om produkter av indikatorfunktioner att vi
kan stryka faktorn 1x(x).

Vad vi har sett nu dr alltsa att

I+1
Z (_1)‘ + ]lﬂiEIAi(x) = 1x(x),
IC[n]
[£0
sd tar vi summan av denna likheten 6ver alla x € X och flyttar in den
sé langt vi kan sd ser vi att

DI Y 10,400 = X (),

IC[n] xeX xeX
%)
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4Jamfor med hur vi resonerade om
att multiplicera ut en produkt nar vi
bevisade binomialsatsen.
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vilket om vi tillimpar var regel om summor av indikatorfunktioner
till slut ger oss ett uttryck med storlekar pd méngder, namligen

Y (-l UAi

IC[n] i€l
[0

A

iel

7

vilket ju dr precis det forsta uttrycket i satsen. Att detta &r lika med
det andra uttrycket foljer av att gruppera summan efter storleken pa
L. O

Exempel 3. Hur ménga heltalslosningar finns det till x1 + x2 + x3 = 20,
dar0<x1 <8,0<x, <10,0ch 0 < x3 <127
Lat
X = {(Xl,XZ,X3) € ZBZO ‘ X1 +x2+x3 = 20}
och 1t

Al = {(xl,XZ,X3) S Z;O ’ X1+ xp +x3 =20,x1 > 8},

Ay = {(xl,xz,x;;) S Z%O ‘ X1+ x4+ x3 =20,x > 10},

Az = {(xl,x2,X3) € 2320 ‘ X1+ x2 +x3 =20,x3 > 12}

vara méangder av didliga 16sningar, som inte uppfyller vara krav.
Vad vi vill géra dr alltsé att rdkna ut |(A; U Ay U A3)| = |X] —
|A1 U Ap U As|. Inklusion-exklusion sdger oss att

|A1U A2 U Az| = [Aq] + |Az| + | A3
— |A1 mAz‘ — |A1 ﬂA3| — |A2ﬂA3|
+ |A1 mAzﬂA3|

sa vad vi behover gora ar att rdkna ut | X| och storleken péd dessa
snitten.

Vi sag redan i forra foreldsningen, i biten om omordningar, hur
man raknar ut | X| — det ges av (20;3’; ). For att rikna ut A tinker vi
att vi borjar med att ge nio mynt till x;, och fordelar de aterstaende
elva mynten godtyckligt. Var formel ger oss att detta kan goras pa
(11;5’; 1y sitt. S8, om vi tillimpar detta pa alla tre méngderna ser vi

att

114+3-1 943-1 74+3-1

De storre snitten ar enklare att rdkna ut — for A1 N A, maéste vi dela
ut nio mynt till x1, och sedan elva mynt till x, sd vi har inga mynt
kvar att dela ut fritt, och |A; N Az| = 1. For de tva andra snitten ser
viatt 9+ 13 > 20 och 11 + 13 > 20, sa de snitten méste vara tomma.
Likaledes maste snittet av alla tre mdngderna vara tomt.>

1MAO020 4

5 Detta foljer sa klart ocksa redan av
observationen att A1 N A3 = @ —att
snitta med en till méngd kan ju inte
lagga till fler element.
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Satter vi tillbaka dessa talen i inklusion-exklusion-formeln ser vi
att vi fatt att
|(A1U A UA3)| = |X| — [A1 U Ay U As
_ (20+3-1\ (/11+3-1 n 9+3-1
-\ 3-1 3-1 3-1
74+3-1
-1
(32 )

= 63.
Derangemang
Definition 4. Ett derangemang® av langd n &r en permutation ¢ av ¢ P4 engelska derangement.
langd n ur alfabetet [n], sddan att o (k) # k for alla k.
Teorem 5. Det finns '

i G
¥ i
i=0
derangemang av liingd n.7 7 Ni kanske kdnner igen summan héar
som en partialsumma av Taylorexpan-
Bevis. Lét S, vara méngden av alla permutationer av [n] av lingd 7, sionen av ¢* dd x = —1 - sd antalet
derangemang ar mycket nira ”?' for

och for varije i, stora n

Aj={oceS,|o(i)=1i}
sa att vi vill rdkna antalet element i S, \ UL A;.
Att |S,| = n! larde vi oss redan forsta foreldsningen, och inklusion-
exklusion ger oss att

n

U 4

i=1

n

“Sey| ¢
k=1 IC[n]
|[]=k

A

iel

Sa vad vi behover gora dr att lista ut vad |;c; 4;| dr for varje givet
I C [n]. Detta snittet blir precis mdngden av permutationer sddana
att o(i) = i for varje i € 1. S& for att skapa en sddan maste vi forst
sdtta o(i) = i for dem, och sedan kan vi vélja en ordning fritt for de
aterstdende n — k platserna. Detta kan vi alltsa gora pd (n — k)! sitt.

For varje k finns det (}) stycken méngder I, sd sammantaget méste
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YLD Y N4

|
—~
|
—_
S—
T
-
7 N
=
N———
—
=
|
=~
N—

k=1 IC[n] liel k=1
|1|=k
n !
. _ k-1 n: _ |
7}{:21( 1) k!(n_k)|(n k)
n |
_ Cyk—17
sa att
n n
Sn\UAi :|Sn|_ UAi
i=1 i=1

sdsom vi Onskade visa. O

Surjektioner

Definition 6. Lat A och B vara tva miangder,och f : A — Ben
funktion. Vi definierar bilden av A som

f(A)y={beB|3acA:fla)=b},

det vill sdga alla element i B som tréffas av ndgot element i A under

f.

Funktionen f &r en surjektion om f(A) = B. Om det finns en

surjektion frén A till B giller det att |A| > |B| . 8 Detta dr uppenbart for dndliga méng-
der A och B - for odndliga mangder &r
Definition 7. Forn > m > 1 ges Stirlings partitionstal, ocksa kallat detta definitionen av ordningen mellan

irli kardinaltal.
Stirlingtalet av andra sorten, av ardinalta

- SgerGetr

Teorem 8. Lit A och B vara indliga icketomma miingder med |A| = n,
|B| = m, och n > m. Antalet surjektioner frin A till B ges av

| n - k(M n
S(n,m) =m! = kg;)(—l) P (m—k)".
Bevis. Lat X vara mangden av alla funktioner frdn A till B, och for
varje b € B, 14t X, vara mangden av funktioner frdn A till B som

inte traffar b. Vi vill, som vanligt, rakna ut | X \ Upep Xp| = |X| —
‘UbeB Xp |
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Multiplikationsprincipen ger oss enkelt att |X| = m" — varje
element i A har m val for var det skall skickas, och vi har n stycken
element att gora det valet for.

Inklusion-exklusion ger oss att

— Z(—l)‘”“

ICB

U X»

beB

X

bel

och vad vi behover rdkna dr antalet funktioner fran A till B som
undviker att trdffa en viss mangd I. Ett specialfall ser vi omedelbart
—om I = B maste snittet vara tomt, eftersom elementen i A madste
skickas ndgonstans.

Att rdkna dem ar relativt enkelt — en funktion fran A till B som inte
traffar en viss méangd I C B é&r ju precis en funktion fran A till B\ I,
och vi vet att det finns |B \ I||A| = (m — |I])" sddana. S& vad vi far ar
att

= Y D m—qmr,

ICB,I#B

U X

beB

dédr summan &ar 6ver delmangder inte lika med B eftersom vi redan
observerat att dd I = B blir det hela noll.

S& om vi grupperar den hdr summan efter storleken pa I vet vi att
det finns (%) stycken val av I av storlek k (och nu vet vi att I # B, s&
storlek m &r utesluten och summan gér bara upp till m — 1), sa

=T (1) oy

k=0

U X»

beB

vilket ger oss resultatet, nar vi stoppar in detta i S(n,m) = |X| —
[Upes Xol- u

Exempel 9. Antag att en farmor stickat fem filtar t sina tre barn-
barn. P4 hur manga satt kan hon fordela filtarna, sa att varje barn far
atminstone en filt? Eftersom de dr handstickade &r sa klart filtarna
sirskiljbara,” s& det har &r inte ett exempel pd de kompositioner vi sig
i foreldsning tva, utan ett exempel pa surjektioner.

Var sats sdger oss att svaret dr 3!{2} = 150.

Mingdpartitioner

Hur ménga sitt finns det att fordela n objekt i k stycken olika hogar?
Har har vi en ny variant pa rakneproblem — istillet for att vi har
objekt som ér sdrskiljbara eller inte sd har vi nu osarskiljbara lddor.

Teorem 10. Antag att vi har en mingd X med |X| = n. Ett siitt att dela
upp denna mingd i k osirskiljbara hogar'® kallas for en mangdpartition av
X ik delar.

1MAO20 7

9 Och farmor &r inte sa blind att hon inte
kan sérskilja sina barnbarn.

0 Alltsd, for den som vill vara formell,
ett sdtt att skriva X = A U A U

dér etiketterna pa véra A; inte spelar
roll. Eller sa kan man se det som en
ekvivalensrelation pd X med k delar.
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Antalet sddana ges av
n
e

Bevis. Vi bevisar detta genom att rdkna antalet surjektioner fran X till
[k] pa tva olika sétt.

Beteckna antalet mangdpartitioner av X i k delar med m. Vi kan
skapa oss en surjektion fran X till [k] genom att forst dela upp X i k
delar, och sedan ge etiketter fran 1 till k till delarna. Var surjektion
blir d& att vi skickar del i till talet i € [k]. Eftersom det finns k! sétt
att tilldela etiketterna (etiketteringen ar en permutation av langd k
fran [k]) sdger oss multiplikationsprincipen att det maste finnas k!m
surjektioner fran X till [k].

Men vi vet ocksa av Teorem 8 att antalet surjektioner ges av k!{}}.
Alltsd méste m = {}'}, som 6nskat. O

Ovningar

Ovning 1. Ge ett induktionsbevis av Teorem 1, teoremet dar vi
bevisar inklusion-exklusion-principen.

Ovning 2. Beteckna antalet derangemang av 7 med d,,. Ge ett kombi-

natoriskt bevis'! for att " Ledtrad: For ett givet derangemang o
av langd n, 1at k vara det tal som skickas
dn —_ (7’1 _ 1) (dnfl + dn—2>- till 1. Det finns tva fall: Antingen

dro(1) = keller inte. Hur ménga

N . o . . derangemang finns det i varje fall?
Ovning 3. Hur manga heltalslosningar har ekvationen x1 + xp + x3 +

x4 = 29 om vi kraver 0 < x; <9 for alla i?

Ovning 4. Antag att den fruktgalna administratoren i vart exempel
till slut introducerat tio olika kategorier av frukt. Hur ménga termer
kommer formeln for inklusion-exklusion ha ndr n = 10?

Ovning 5. Ge ett kombinatoriskt bevis for foljande rekursion for
Stirlings partitionstal

(=0

Ovning 6. Ge kombinatoriska bevis for att

{nil} B <;>
opes

och
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