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Vi blickar tillbaka pa de olika rdkneproblem vi har studerat i den forsta
delen av kursen, och borjar skonja ett monster. Vi skriver upp tabellen
av problem vi studerat hittills, och fyller sedan i de dterstaende cellerna.

Till slut disktuerar vi en jobbigare variant av problemet med manni-
skor som sitter runt ett runt bord, och anviander denna for att introduce-
ra konceptet av cykler i en permutation.

Den tolvfaldiga viigen

Vi har studerat ett antal olika rdakneproblem hittills i denna kurs, fran
de relativt enkla — antalet permutationer - till de mer invecklade, som
antalet surjektioner. Vi har ett antal gdnger talat om ifall objekt skall
vara sérskiljbara eller osarskiljbara, och ocksa ifall lador far lov att
vara tomma eller maste innehdlla minst ett objekt.

Nar vi talade om kompositioner férdelade vi osérskiljbara objekt i
sérskiljbara lador — och studerade bade fallet dér lador fick vara tom-
ma, och nédr de inte fick det. For surjektioner fordelade vi sérskiljbara
objekt i sdrskiljbara lador, och kravet var att varje 1lada far ett objekt.

Vi borjar ana ett monster hédr i hur vara problem kan se ut. Vi kan
ha

1. Sirskiljbara objekt och sarskiljbara lador

2. Osarskiljbara objekt och sérskiljbara lador

3. Sdrskiljbara objekt och osirskiljbara lador

4. Osérskiljbara objekt och osérskiljbara lador

och vi kan ha olika krav pa hur objekten fordelas i ladorna

1. Generell — lddor far vara tomma och far innehélla hur ménga objekt
som helst

2. Surjektiv — varje 1dda maste innehélla nagot objekt
3. Injektiv — ingen lada far innehdlla mer dn ett objekt

sd sammanfattningsvis har vi en tabell med tolv stycken tdnkbara
kombinatorikproblem. Det kommer visa sig att vi i sjdlva verket
redan studerat sju av dem.

Sa lat oss rita denna tabell — problem vi redan studerat dr i svart
text, problem vi inte sett innan &r i gron text. Lt N vara en mangd
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av n objekt, och X vara en méangd av x lddor. Vi ser en fordelning av
objekt i lador som en funktion f : N — X. Varje cell i tabellen be-
skriver vad en sddan funktion representerar samt hur manga sadana

funktioner som finns.

Generellt f

Injektivt f

Surjektivt f

Bagge sarskiljbara

Osdérskiljbara objekt

Osdérskiljbara lador

Bagge osirskiljbara

Ord ur X av lingd n
xl’l
Multi-delméngd av X

av storlek n

"5

Mingdpartition av N
i < x delar

Y1 {1}

Heltalspartition av 7 i < x delar

px(n+x)

Permutation ur X av langd n

x!
(x—n)!

Kombinationer:

delmingd av X av storlek n

()

n
Mingdpartition av N

i < x delar av storlek 1
1 omn < x, 0 annars
Satt att skriva n som
summan av < x ettor
1 omn < x, 0 annars

Lat oss ge argument for varfor varje av cellerna i denna tabell
faktiskt dr vad som pastas.

Raden med bagge sdrskiljbara dr den enklaste att fundera pa.

Om vi tar ett generellt f rdknar vi alla funktioner fran N till X, utan
begransningar och utan att bekymra oss om sérskiljbarhet. Ett annat
ord for “funktion fran N till X” kan vara “ord ur X av langd n” ifall vi
tanker oss N = [n]. Att krdva att funktionen é&r injektiv 4r samma sak
som att krdva att ingen bokstav dyker upp tvé ganger i ordet, vilket
ju var var definition av en permutation. Om det enda vi krdver &r att
funktionen &r surjektiv &r sa klart vad vi raknar just surjektioner.

I raden med osarskiljbara objekt s& kan vi tanka oss objekten som
bollar vi lagger i ladorna. Om vi kan acceptera varje férdelning av
bollar — lador far vara tomma eller innehdlla mer dn en boll — dr ju
detta precis vart scenario med att fordela mynt bland personer, vilket
vi just gett namnet multi-delméngder.

Om varje 1dda bara far innehalla noll eller en boll, och vi inte kan
se skillnad pé bollarna, bestims varje fordelning av bollar bara av
vilka lddor som har en boll och vilka som inte har en — alltsé av en
delméngd av lddorna, och delméngden maste ha samma storlek som
antalet bollar.

Kréver vi att varje 1ada maste fa en boll &r vi i fallet med komposi-
tioner, som vi definierade kort i slutet av biten om multi-delméangder
—vi kan fa en sddan genom att forst ge varje person ett mynt och se-
dan fordela ut resten av mynten fritt, sa vi harleder latt den formeln
ur formeln f6r multi-delméangder.

I raden med osérskiljbara lador fér vi i stillet tinka oss att objekten
ar distinkta, men vi lagger dem i hogar (och tillater oss hogst x olika

Surjektion fran N till X
x{}
Kompositioner av n
av langd x
()
Maéngdpartition av N
i x delar
&}
Heltalspartitioner av n
i x delar

px(n)
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hogar) istéllet for i lador — sd vi kan inte se skillnad pa olika hogar
annat dn pd deras innehall.

Om vi kréver att var funktion &r surjektiv, alltsd att varje av vara x
hogar maste innehalla ett objekt, sd begransar vi oss till att dela upp
vara objekt i exakt x hogar, och det problemet har vi ju redan studerat:
Det dr alltsa att vi gor en mangdpartition av objekten i x delar.

Om vi inte krdver att funktionen &r surjektiv tillater vi “tomma
hogar”, vilka ju resulterar i att vi har en uppdelning i ett mindre
antal faktiska hogar. Sa formeln &r bara att vi summerar den tidigare
formeln 6ver varje majligt antal hogar.

Fallet med injektiva f och osédrskiljbara lador dr korkat. Vi vill
alltsd dela upp véra objekt i hogst x stycken hogar, men kraver att
varje hog har som mest ett objekt. 5S4 om n < x ar detta mojligt — varje
objekt far sin egen hog — annars ar det omojligt. Sa det finns alltid
noll eller ett sitt att gora detta pa.

I sista raden, nédr bade objekten och ladorna &r osidrskiljbara, far
vi tdnka oss att vi har identiska bollar som vi ldgger i hogar. Vi kan
varken fraga “vilka bollar ligger i den hogen” eller “vilken av hogarna
dr det dédr”, vi kan bara se hur manga hogar av varje storlek det finns.
Sa lat oss definiera det rakningsproblem detta motsvarar:

Definition 1. En heltalspartition av ett heltal n i k delar &r ett sétt att
skriva n som summan av k stycken heltal stérre &n noll. Ordningen vi
skriver heltalen i i summan spelar ingen roll.

Vi betecknar antalet heltalspartitioner av n i k delar med py(n).

Till skillnad fran varje annat rdkneproblem vi studerat hittills finns
det ingen enkel formel for py(n) i termer av k och n. Men det betyder
inte att vi inte kommer kunna sédga intressanta kombinatoriska saker
om heltalspartitioner.

Exempel 2. Det finns fem heltalspartitioner av 8 i 4 delar. Dessa ér:

5+1+1+1=28
4+2+1+1=8
3+3+1+1=38
3+2+2+1=8
24+2+2+2=38

S4 i sista raden, ndr vi krdver att funktionen dr surjektiv, alltsa att
vi har exakt x hogar, ges antalet sddana funktioner av py(n). Om
vi inte kréver att funktionen ar surjektiv sa raknar vi istéllet alla
heltalspartitioner av n i hogst x delar. Antalet sddana ges av pyx(n + x)
— tank att vi ger en etta till varje av de x lddorna, och sedan fordelar
resten fritt, for att motivera formeln.
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Slutligen 4r sista radens mellersta cell, nér vi kraver att funktionen
dr injektiv, korkad av ungefdr samma skl som varfor cellen ovanfor
var det. Vad vi kréver &r alltsa att ingen hog far ha mer &n ett objekt
— sd vi skall skriva n som summan av hogst x stycken ettor! Om
n < x kan vi gora det pd ett enda sitt — vi skriver n som summan av
n stycken ettor — annars gar det inte.

Udda och distinkta heltalspartitioner

Lat oss studera heltalspartitioner lite mer, genom att introducera ett
problem som vi i denna foreldsning loser med ett elementért bevis,?
men ocksd kommer att aterkomma till senare i kursen och 16sa med
hjalp av genererande funktioner.

Definition 3. Ett sitt att skriva heltalet n som en summa av ett god-
tyckligt antal positiva udda tal kallar vi for en udda partition av 1, och
antalet sddana kallar vi for p,(n).3

Ett sétt att skriva heltalet n som en summa av ett godtyckligt antal
positiva tal som alla &r olika kallar vi for en distinkt partition av n, och
antalet sddana kallar vi for p;(n).4

Teorem 4. Det giller for varje n > 1 att po(n) = py(n).

Bevis. Vi bevisar detta genom att hitta en bijektion mellan udda
partitioner och distinkta partitioner. Sa antag att vi borjar med en
udda partition

n:A1++A1+A2++A2++Ak++Ak, (1)
—_———

m 13 Ny

dar vi alltsa skrivit n som summan av 17 stycken Ay, np stycken A,
och sé vidare, dir varje A; &r ett udda tal.> Vi kan alltsa lika val skriva
att

n=mA +npAy + ...+ M. (2)

Vad vi gor nu 4r att vi skriver varje n; i dess bindra representation,
s& att vi har®7

ny = 2m +2’”5+...+2m}1,

1y =2m%+2m5+...+2m122,
k

me = 2M 1 oms 4y 2"

S& om vi stoppar in dessa bindra expansioner av talen #; i (2) och
multiplicerar ut uttrycket far vi att

ml ml ml mk m’.‘
n=2 1/\1+2 2/\1++2 ]1/\1+...+2 1)\k++2 Jk/\k. (3)

2 Det vill saga ett som inte kréver nigra
av de verktyg vi kommer se senare i
kursen — det ar inte alls elementart i
betydelsen “enkelt att finna”.

3 54 till exempel kan vi skriva
25=5+5+5+3+3+1+1+1+1

for en udda partition av 25.

454 till exempel kan vi skriva
25=10+6+5+4

for en distinkt partition av 25.

5 Och eftersom vi grupperat termerna i
summan sa sa har vi ocksé att A; # A;

for i # j.

¢ Hér far man ha viss tolerans for manga
index, for att kunna uttrycka det hela
exakt.

7Och hér har vi alltsa att m{ # m;’ for

i # j for ndgot a, eftersom detta &r en
bindr representation av talen.
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Vi havdar att (3) dr en distinkt partition av n, och att funktionen
som skickar partitionen (1) pa partitionen (3) dr en bijektion. Om
vi kan visa detta kommer det alltsa att folja att antalet udda och
distinkta partitioner &r lika.

Lat oss borja med att bevisa att (3) faktiskt dr en distinkt partition.
Om tva av talen i den summan var lika hade det betytt att vi hade
ZWZAZ' = 2’"2/\]’ for a # b och/eller i # j.

Om dessa tva tal dr lika hade de ocksa behovt ha precis samma
primtalsfaktorer. Eftersom vi borjade med en udda partition dr bade
Aj och Aj udda tal, och har inga tvaor i sin primtalsfaktorisering —

s& vi maste ha mi, = mé, och alltsé ocksd A; = A;. Men vi vet att

Aj = Aj enbart kan intréffa om i = j, och fran att i = j ser vi att vi har
my, = my, vilket vi ju sett bara intridffar om a = b. S i sjdlva verket
har vi ocksd a = b, och vi har en motsédgelse. Alltsa ar alla termerna
distinkta.

For att se att detta dr en bijektion rdcker det att se att denna funk-
tion har en vildefinierad invers — alltsé att vi givet en partition i
distinkta heltal alltid kan aterskapa en partition i udda heltal, och att
vi, om vi gar forst i ena riktningen och sedan andra, alltid kommer
tillbaka dit vi startade.

S& antag att vi har en partition i distinkta heltal, sdg

n=puy+ux+...+ .

Vad vi gor dr att vi bryter ut alla tvdor ur varje tal, sa att vi skriver
dem som en produkt av en potens av tva och ett udda tal, alltsd

n=20pu) +22ph + .+ 2%,

och sedan samlar ihop termer med samma varde pa yg, sd att vi far ett

8

uttryck pa formen 8 Ocksé detta blir ett uttryck som é&r lite

kréngligt att skriva ner i full generalitet —

A o1 o 1 ok ok vk notera att vi implicit antagit att pj # p;
n= ;"[1(2 14272 +...42 ]1) +"'+‘uk(2 1422 4+...42 ]k)' i hur vi skrev detta, eftersom de inte
ar grupperade tillsammans, men det

Om vi nu helt enkelt skriver ner partitionen av n i udda heltal behover sa klart inte vara sant. Men for

att undvika att skriva s hade vi behovt

/ . . . o
u;, ddr varje upptrader det antal gdnger som ges av summan av 4nnu ett lager av index...

tvapotenser, sa far vi alltsa

n= 4. +u oty y,’(+...+yé,

o o1 ) o2 ko k ok
2140 4421 2429 2R 2 422 4. 42 )k

vilket vi ser ndgorlunda enkelt kommer att skickas tillbaka p& den
distinkta partition vi borjade med av var bijektion. Alltsa har vi
verkligen hittat en invers, och bijektionen dr verkligen en bijektion.

O
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Stirlingtalen av forsta sorten

I forra foreldsningen introducerade vi Stirlingtalen av andra sorten,
vilket ju leder en till att friga vad den forsta sorten &dr. Sa lat oss
introducera ett problem till vilket dem &ar 16sningen:

Definition 5. Antag att n personer skall sitta runt k stycken osérskilj-
bara runda bord, och varje bord méste ha minst en person som sitter
vid det. Da ges antalet sitt att placera personerna runt borden av

), Stirlings cykeltal. Stirlings cykeltal kallas ocksé for Stirlingtalen av

forsta sorten.

Till skillnad frén Stirlings partitionstal finns det inte nagon enkel
formel for cykeltalen. Vi kan ddremot bevisa foljande resultat:

Teorem 6. Det giller, for alla n > 1, att

é =

Bevis. Vi bevisar detta genom att uppvisa en bijektion mellan méng- 7
den av permutationer av ldngd n ur [n], vilka vi vet att det finns n! av,

och samlingen av sétt att placera personer runt ett godtyckligt antal 2
runda bord, vilka vi vet per definition rdknas av } }_; [{].

Givet ett sitt att placera n personer runt ndgot antal runda bord Figur 1: Ett exempel p4 ett satt placera

kan vi definiera en permutation ¢ genom att, pd plats i i permutatio- nio personer vid runda bord. Den
motsvarande permutationen till detta

nen, skriv n person som sitter till vidnster om person 7 run T
en, s ade person so sitter t anster o perso unt deras sdtt att placera personer dr 572438169.

bord. (En person som sitter ensam anser vi sitta till vanster om sig Det vanliga sittet att skriva detta sitt
sjdlv.) Detta kommer ge oss en permutation eftersom varje person att placera personer vid bord i text 4r
(15327)(4)(68)(9).

bara har en person till hoger om sig, sa ingen person kommer dyka
upp tva ganger, och varje person har bara en person till vinster om
sig, s& (i) &r vdldefinierat for varje i.

Givet en permutation ¢ kan vi placera ut personer runt runda bord
som foljer: Vi borjar med att stilla fram ett bord, och sétta person ett
vid det bordet. Sedan sitter vi person ¢ (1) till vinster om person ett,
och person o (c(1)) till vanster om person o(1), och s& vidare. Forr
eller senare maste vi komma tillbaka till person 1, eftersom det bara
finns dndligt manga personer. Om vi placerat alla personerna runt
vart forsta bord &r vi klara.

Om vi har nagra personer kvar att placera plockar vi fram ett till
bord, och sitter den person med ldgst nummer som inte redan har en
sittplats vid det bordet — sédg att det &r person j. Sedan upprepar vi
processen fran innan, och placerar person o (j) till vanster om henne,
person o(c(j)) till vanster om person ¢ (j), och s& vidare. Aterigen
kommer vi forr eller senare komma tillbaka till person k, och ha gatt
full cirkel.
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Vi upprepar denna process med fler bord dnda tills varje person
har fatt ett bord, och vi har fatt oss ett sétt att placera n personer runt
nagot antal bord mellan 1 och #.

Det ar nagorlunda enkelt att se, efter att man funderat en stund, att
vi alltid kommer komma tillbaka till samma permutation vi borjade
med om vi forst skapar en bordsplacering av permutationen, och
sedan skapar en permutation av den bordsplaceringen. Alltsa dr
detta en bijektion, och vi har bevisat var formel. O

Kommentar 7. Vi har introducerat detta som “personer runt runda
bord”, men den vanliga matematiska terminologin runt detta ar
“cykler i en permutation”. Hittills har vi bara sett permutationer
som en lista av tal i ndgon ordning, dér varje tal mellan 1 och n
dyker upp exakt en gang, men detta dr bara ett perspektiv pa vad
en permutation &r.

Perspektivet med cykler &r ett minst lika vanligt perspektiv pa
permutationer, och framhéver andra saker man kan anvianda dem
for. For att representera dessa i text skriver vi vanligen i formatet
(15327)(4)(68)(9), sdsom i Figur 6, i stéllet for att rita cirklar med tal
runt dem.

Lat oss avsluta denna foreldsning med ett enkelt resultat om dessa
cykeltal.

Proposition 8. Det giller for alla n > 3 att

[n " 3} _ %(n —2)(n—1)n(r® — 612 + 111 — 6).
Bevis. Vi har alltsa n personer som skall placeras runt exakt n — 3
stycken runda bord, och inget av borden far bli tomt. Alltsa kan vi
borja med att vélja n — 3 personer att placera ut runt borden, vilket
kan goras pé (,," ;) sitt.

Nar det &r gjort har vi tre personer kvar att placera vid ett bord —
och nu dr borden sérskiljbara, eftersom vi kan betrakta personen som
redan sitter ddr som en etikett.

Det finns tre olika sitt vi kan vilja att placera dessa tre personer
vid bord:

1. Vi kan lata varje person fa sitt eget bord. Detta kan vi gora pa
(n —3)(n —4)(n — 5) sétt. Eftersom varje bord da bara har en
eller tvéd personer vid sig har vi ingen ordning av personerna runt
borden att ta hdnsyn till.

2. Vi kan placera en person vid ett bord och tva personer vid ett annat.
For att gora detta behover vi

(a) vélja vilka tva personer som far sitta vid bordet med tre, vilket
kan goras pd (g) = 3 sitt,
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(b) vilja ett bord for den som skall sitta vid ett bord med tva, vilket
vi kan gora pa n — 3 satt,

(c) vélja ett bord for de som skall sitta vid bordet med tre, vilket vi
kan gora pd (n —4) sitt (eftersom ett bord redan &r taget av den
andre),

(d) och till sist vélja en ordning pa de tva personerna som skall

hamna p4a ett bord med tre, vilket vi kan gora pd 2 satt.

3. Vi kan placera alla tre vid samma bord. Vi kan vilja vilket bord
detta skall bli p& (n — 3) sitt, och sedan kan vi vélja en ordning de
skall sitta i pa 3! = 6 sitt.

Sammanstéller vi allt detta, med additions- och multiplikationsprin-
ciperna, sa ser vi att vi fatt att

L= () =3 = 8-+ s(s-3)(n - 4) + 60 -3)

- %(n —2)(n — D)n(n® — 612 + 111 — 6)

sasom Onskat. O

Ovningar
Ovning 1. Antag att vi borjar med den udda partitionen

25=5+5+5+3+3+1+1+1+1.

Vilken distinkt partition skickas denna pa av var bijektion i Teorem
4?
Antag att vi borjar med den distinkta partitionen

30=12+6+5+4+3.

Vilken udda partition skickas pa denna av var bijektion? Rékna
ocksa, nédr du funnit den udda partitionen, ut bijektionen i motsatt
riktning for att bekréfta att du far tillbaka vad vi startade med, sa att
var invers verkligen dr en invers.

Ovning 2. Ge ett kombinatoriskt bevis for foljande rekursion for

el L]

Ovning 3. Tslutet av forra forelasningen talade vi om derangemang

Stirlings cykeltal

— alltsd permutationer ¢ sddana att (i) # i for alla i. Om vi i stéllet
tanker pd permutationer som sitt att placera personer runt runda
bord, hur kan vi se pa var bordsplacering om véar permutation ar ett
derangemang?
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Ovning 4. Bevisa att?

=R 0w
{k +1) =5\
Ovning 5. Skriv féljande permutation av [10] i cykelform

8,9,4,10,5,7,3,2,6,1.

Ovning 6. Hirled ett uttryck for

b2

pé liknande sétt som vi gjorde for [," ,].

9 Haér ber vi alltsd inte specifikt om ett
kombinatoriskt bevis, d&ven om beviset jag
spontant kommer pé ar sidant. Om ni
hittar ett induktionsbevis vore det ocksa
intressant.

Ledtrad for det kombinatoriska
beviset: Téank att vi har ett speciellt
objekt som &r det n + 1te, och det far
hamna i sin speciella del. S& vi véljer
hur stor den delen &r och sedan fordelar
vi ut resten av objekten.
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