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Vi gar vidare fran vara grundldggande tekniker till en lite mer avance-
rad metod inom kombinatoriken — genererande funktioner.

Hittills har vi bevisat vara resultat huvudsakligen med hjilp av
smarta insikter i strukturen hos problemen — med kombinatoriska
argument som ser pa samma objekt ur tva vinklar, eller ser en bijek-
tion. Det enda storre verktyget vi introducerat hittills dr inklusion-
exklusion.

Det dr dags att introducera ett mer systematiskt verktyg som kan
anvindas for manga olika problem, och som later oss anvdnda vara

fardigheter i algebra for att uttrycka och 16sa kombinatoriska problem.

Genererande funktioner

Definition 1. Antag att vi har en talfoljd ag, a1, ay, . . .. Beteckna denna
som {ay }7°,. Den genererande funktionen for denna talfoljd ges av

[o0]
F(x) =Y axk,
k=0

I den hér kursen betraktar vi dessa funktioner som helt och héllet
kombinatoriska objekt — vi bryr oss inte ett dugg om ifall dessa uttryck
faktiskt konvergerar eller inte.*> Vi bryr oss for det mesta inte ens om
att evaluera dem i ndgon punkt. De &r helt och hallet formella objekt
som vi bara manipulerar enligt algebrans rakneregler.3

Exempel 2. Vij ett fixt heltal n, och 1at i = () for varje k.4 Den
genererande funktionen for denna foljd blir da

Om vi anvander binomialsatsen kan vi fa ett enklare uttryck for
denna genererande funktion, eftersom den ger oss att

n:n n n—kk:g )
(1+x) kg(k)l x* = Fy(x)

Exempel 3. Vilj ett fixt heltal #, och lat foljden a; ges av att ay = 1 om
k < n och 0 annars. Dess genererande funktion ges da av

n
Yok =144 4
k=0
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? Det finns intressanta tillimpningar av
att rakna ut konvergensradien for dessa
uttryck — det kan sdga oss nagot om
hur stort a; dr asymptotiskt, alltsa for
véldigt stora k. Men det ar 6verkurs for
0ss.

3 Det hér gar att gora rigorost med en
bunt algebra-hokuspokus och termer
som “polynomring i oandligt manga
variabler”. Vi skippar det.

4 Specifikt blir allts a = 0 for k > n,
eftersom en méngd har noll delméangder
storre &n sig sjalv.
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Vi kan f& den pa en enklare form genom att observera att

T—a" = A4+ 4+ 42" — (x+ 224 2"
=(1-0)A+x+224+...+x") = (1-x)F(x)

och 16sa detta uttryck fo6r F;(x) och f&

vilket vi kan kdnna igen som en odndlig geometrisk summa, for vilka

vi vet att formeln ar> 5 Eller sa hade vi kunnat anvénda
L, ( x) — ) samma rakning som i forra exemplet,
1—x aven om den 4r lite svdrare att rattfar-
diga. Eller sa kdnner vi igen det som
Taylorserien for 1.

Rekursioner

En frdga ni bor stdlla er i det hir laget dr denna: Vad ar allt det har
bra f6r? Vi har tagit foljder, definierat serier fér dem, och hittat
uttryck for serierna. An sen d&?

Nyttan med genererande funktioner &r till stor del att information
frén den “kombinatoriska” sidan aterspeglas i de genererande funk-
tionerna — s vi kan ta information pa ena sidan, manipulera pd den
sidan, och sedan ga tillbaka till andra sidan och ha lirt oss ndgot nytt.
Ofta gar vi i riktningen kombinatorik till genererande funktion till
kombinatorik, eftersom vi har sa mycket mer kunskap om hur man
resonerar om funktioner och algebra.

Som ett forsta exempel pé detta, 1at oss anvianda genererande
funktioner for att studera rekursioner och rekurrensrelationer.

Exempel 5. Lét oss studera Fibonaccifoljden {fi};> ,, som ges av att
fo=fi=1och

fi1 = fi + frm
for alla k > 1.

Vad &r dess genererande funktion? Vi tar vér rekursion for den och
multiplicerar med x*, och fér att

feo1x® = fixk + fi_gx*

sa om vi summerar detta 6ver alla k > 1 (eftersom dessa ar de k for
vilka likheten &r giltig) far vi att

[e9) [0 9)

Y fimx =Y fidk + ifk_lxk.
=1 k=1

k=1 k
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Vi ser att alla uttrycken hér ser vdldigt snarlika ut genererande
funktionen for Fibonaccifoljden, men ingen av dem é&r exakt den
genererande funktionen. Sa om vi manipulerar uttrycken lite far vi
att | o .

- ka+1xk+1 _ kaxk T kailxkfl
k=1 k=1 k=1
vilket d&r dnnu ndrmre. Sista termen dr nu precis den genererande
funktionen, men de andra startar summan for hogt — de skippar de
forsta termerna. S& om vi justerar for detta genom att lagga till noll
pa ett par stéllen far vi att

% <i fert X+ (fo— fo+ fix —flx)> = <ikak + (fo —fo)> +xF¢(x)
k=1 k=1

och nu, nér vi flyttar in de extra fy och f1x vi har kdpt oss ar uttryc-
ken faktiskt precis den genererande funktionen, och vad vi har ar

att
1

p (Ff(x) —fo— f1x> = Fp(x) — fo + xFs(x)
vilket, om vi kommer ihag vara initialforutsattningar att fo = f1 =1,

blir till att
F f (x ) —x—1 _r B
= F(x) — 1+ xFf(x).
Vi har alltsa omvandlat det kombinatoriska pastdendet om vér
rekursion till ett algebraiskt pastdende om var genererande funktion.
Och till skillnad fran rekursionen kan vi ju enkelt 16sa ekvationen for

vér genererande funktion och fa att

1

Pf(x): 1—x2—x

Det hér tar oss alltsd halvvigs till att ha gjort ndgot intressant —
vi har gétt frdn ett kombinatoriskt pastdende, var rekursion, till en
formel for den genererande funktionen. Men vi &r ju intresserade av
den kombinatoriska sidan, sa vi vill nu oversitta den hir informatio-
nen tillbaka till att sdga nagot intressant om Fibonacciftljden.

Vad vi kan gora dr att rdkna ut Taylorserien for den genererande
funktionen vi just hittat. Vad kommer detta att sdga oss? Jo, vi far da
en formel som ser ut som

1

Frlx) = 1—x2—x

[ee]
=) axk,
k=0

men vi vet ju ocksa att vi definierade var genererande funktion ge-
nom att

Pf(x) = ikak.
k=0

Sé termerna i Taylorutvecklingen kommer vara precis Fibonaccitalen.

3
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Att faktiskt genomfora denna rakning &r lite mer jobb &n vi har lust
att gora under foreldsningarna i denna kursen, men forsok garna gora
den sjdlva, om ni dr roade av sddant. Eller anvand valfritt CAS for att
gora det, sdsom Mathematica.

Om man genomfor den berdkningen kommer man i alla fall i
slutdndan f& foljande resultat:

Proposition 6 (Binets formel). Det giller for Fibonaccitalen att

_¢t =9
fn (P_%

diir ¢ = % ir det gyllene snittet.

Lemma 7 (Ridkneregler for genererande funktioner). Antag att vi har en
foljd {ax} 2, med genererande funktion F,. Dd giller det att

1. Forallam > 0, £ > —m giller det att

m—1
axk Tl = xt (Fa(x) - Y akxk>
k=0

i
Iee

2. Det giiller att® ¢ Denna rikneregel kan forstas gene-
0 r , realiseras till att hogre potenser av k
Z kapx" = xF, (x) motsvarar hégre derivator — och om

k=0 vi istallet delar med négon potens av

k far vi primitiva funktioner till den

Bevis. Det forsta pastdendet ar enkelt att se — allt vi gor dr att bryta genererande funktionen.

ut x¢, och sedan ligga in de saknade termerna i summan, pa precis
samma sétt som vi gjorde nér vi hittade genererande funktionen for
Fibonaccitalen.

For det andra péstdendet borjar vi med att observera att kay = 0
niark =0, sa

[ee] (o)
Z kagx® = Z kagx*
k=0 k=1

och sedan kommer vi ihag att %xk = kx*=1, vilket ger oss att

[e9) [e9)
Y kapxt = x Y kagat !
k=1 k=0
> d
k
=xY g —x
k; kdx

och vi minns att derivatan dr en linjdr operator, sa vi kan flytta ut den

ur summan’ och fa 7 Ytterligare ett stille dér vi stinger av
o o analytikern i vér hjdrna, som proteste-
X Z 4 ixk _ xi ( Z 4 xk> rar att man inte alls i allméanhet far géra
k dx~  Tdx k sa for odndliga summor. Som formella
k=1 4 k=1 uttryck &r detta sant.
= v (R(x) = a0) = xFi(x)

vilket dr vad vi ville bevisa. O
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Produkter av genererande funktioner

Lemma 8. Om {ay};2, och {by}y, dr tod foljder med genererande funk-
tioner F, och Fy, sd ir den genererande funktionen for {aj + by} 2, alltsd
F, .y, lika med F, + Fp.

Beuvis.

e} [ee] (o]

Foop(x) = Y (ax + b)xk = ) axk + ) bix* = Fi(x) 4 Fy(x).
k=0 k=0 k=0

O

Naér man val har sett detta lemma verkar det ju naturligt att gissa
att det ocksd kommer gélla att den genererande funktionen for a;by
kommer vara F,(x)F,(x). Tyvarr faller det sig inte s enkelt, men
det finns i alla fall en kombinatorisk operation som omvandlas till
multiplikation av de genererande funktionerna.

Definition 9. Lat {a;}7> , och {b;}° , vara tva foljder. Faltningen av a
och b betecknar vi med a x b, och {(a * )}, ges av

k
(axb)y =) aiby ;.
i=0
Exempel 10. Lat {a}}> ; vara nagon f6ljd, och 1t {b;}2, vara foljden
av bara ettor, alltsa by = 1 for alla k. Vad blir a * b?
Enligt definitionen &r

k k

(axb) =Y abe;=) a
i=0 i=0

sa foljden a = b ar helt enkelt (ag, ap + a1,a0 + a1 + ay, .. .), alltsd de

kumulativa summorna av foljden.

Exempel 11. Lat {a;}{° , vara nagon foljd, och lat {b; }¢> , vara foljden
som borjar med n 4 1 stycken ettor, och sedan &r noll. Alltsa by =1
om k < n, 0 annars. Vad blir a * b?

Enligt definitionen &r

k k
(axb) =Y abei= ) a
i=0 i=k—n

sa vad vi gor for att rdkna ut (a * b) &r att vi tar summan av de
senaste n termerna i ay.

Teorem 12. Ldt {a};> , och {by}p2, vara tvd foljder med generande
funktioner F, och Fy. Den genererande funktionen for a b ir did F,(x)Fy(x).
Vi har alltsd att

Foup(x) = Fa(x)Fy(x)

sd generande funktioner omvandlar faltningar till produkter.

5
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Bevis. Vi bevisar detta algebraiskt, genom att helt enkelt skriva upp

vad F,(x)F,(x) &r for ndgot och manipulera uttrycket tills det blir
Fasp (x ) .54

F.(x)Fy(x) = Z axk Zblxl
k=0 =0
[e¢]
_ 2 leblxk+l
k,1=0

om vi multiplicerar ut de tva stora summorna.®

Som nésta steg grupperar vi termerna efter exponenten pa x, och
skriver att

[e) [e9)
k+1 _ j
2 akblx = Z Z akblx]
k,1=0 j=0 k,1>0
k+l=j

Z akbl xj.
k,I1>0
k=]

o
=L
j=0

Det hir ser ju véldigt mycket ut som en genererande funktion —
specifikt en generande funktion for foljden {c;}72, dér

Cj = Z ﬂkbl-
k,1>0
k+1=j

Men denna kan vi ju skriva pa ett lite annat satt — namligen

j
Z akbl = Zﬂibj—i
k,1>0 i=0

k=]
och vi ser att detta dr faltningen av a och b, sa vi har bevisat resultatet.

O

Lat oss formulera detta resultat ocksé for fler &n tva foljder — bevi-
set 4r det samma men med mer notation, s vi utelamnar det.

Lemma 13. Antag att {al}? , {a2}>,, ..., {ad}$>, iir en samling av d
stycken foljder. Da giiller det att9

1, 2 dy _ 12 d
(a' xa**...xa%) = ) ag, A, - - - d,
kn Ko,k g >0
ki +ko+...+kg=k

och

Fa]*az*...*ad (x) = HFui (x)

d
=1

8 Vore det hér en kurs i analys hade vi
behovt fundera ldngt och vl pa om det
faktiskt &r tillatet att multiplicera ut en
produkt av oadndliga summor pé detta
viset, och om koefficienterna vi fick
verkligen ar dessa. Men vi bryr oss inte
om vad analytikerna tycker, och bryr oss
inte om konvergens — for oss dr dessa
formella objekt, sa de multiplicerar ut
enligt de algebraiska regler vi forvantar
oss. Vad detta gor med konvergensen ar
en fraga for ndgon annan.

9 Den uppmérksamma av er, som ldst en
kurs i algebra, kanske anmaérker har pa
att vi bara definierat a x b, sa ett uttryck
som a' a2 ... % a? bara 4r vildefinierat
om faltning &r en associativ operation.

Hav fortrostan, frukta icke, faltningen
4r inte bara associativ utan ocksd kom-
mutativ. Den till och med distribuerar
over addition.
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Vi tar nu och tillimpar detta maskineri vi byggt upp pa ett faktiskt
kombinatoriskt problem.

Exempel 14. Lét a; vara antalet 16sningar till
X1+x+x3+x4+x5=k

om vi kraver att alla x; dr ickenegativa heltal.’® Finn den genererande  Detta 4r bara problemet med att dela

funktionen till denna fblj d ut mynt till personer, som vi ocksé kal-
) lat for problemet med multidelméangder.

Lat, fori = 1,2,...,5, a' vara foljden av bara ettor, sa af{ =1 for
alla i och k.

Vi betraktar nu faltningen a' * a% * a3 x a* x a°. Enligt Lemma 13 &r
(a * a® % a® x a* x a°) = a}qaéazsatai,

k1,k2,k3,kq,ks5>0
kl +k2+k3+k4 +k5 =k

men summanden hér dr ju sa klart alltid bara en produkt av fem ettor,
alltsa ett. Sa

1 2 3 4 5 _
e, Mgy Wy Uk, Ve = E 1
ki k2,k3,k4,k5>0 ki k2,k3,k4,k5>0
ky+ky+kz+ky+ks=k k1 +ky+ks+ky+ks=k

= |{ki,...,ks >0 | ki + ...+ ks = k}|

och denna faltningen ér alltsa precis lika med g, foljden vi var ute
efter.

L a? % ... xa® och tar genererande

Om vi nu tar likheten a = 4
funktionen av bégge sidorna far vi likheten F,(x) = F1, 2, ,5(X),

och tillimpar vi nu dter Lemma 13 far vi att

5
Fa(x) = Fa ()Fa(x) .. Fs(x) = (Fa (x))

dér vi i sista steget anviande att a! = 4> = ... = 4°, sa de alla har

samma genererande funktion.
Vi sdg i borjan av foreldsningen att den genererande funktionen
1

for en foljd av enbart ettor dr 1=, sa vad vi fatt ut ar att

Fax) = (1ix)5-

Vi hade sa klart gdrna haft en explicit formel for antalet 16sningar

pé den har ekvationen. Vi fuskar genom att redan veta vad svaret bor-
de bli,"* och bevisa att den foljden har samma genererande funktion 1 Formeln for antalet multidelméngder
som foljden vi just studerade — detta bevisar alltsd att foljderna ar lika sag viju forra forelasningen.

med varandra.

Lemma 15. Fixera ndgot heltal n > 1, och lat foljden {ay};> , ges av

n+k—1
aj = k .
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Den genererande funktionen for denna foljden dr

1

Fi(x) = A=

Bevis. Vi bevisar detta med induktion i n. For basfallet n = 1 blir
("H,i*l) = (],i) =1, sa foljden &r konstant ett, och vi vet sedan innan att
genererande funktionen for foljden av bara ettor ar ﬁ, sd basfallet
haller.

For induktionssteget, antag att n > 1, och vi vill visa att likheten

géller for n + 1. Var induktionshypotes ar nu att
1 n + k — 1) k 1
Fi(x) = = .
=2 (" A=y

Allts har vi att

sd att
1 1d
A=~ maxr®

1d i(n—l—k—l) k)
n dx <k_0 k

_12 ﬂ+k—1 ik

o= k dx

:li 7’l+k—1 kk71
ni= k

0

Notera att vi i sista steget ser att derivatan av x* &r noll, sa termen for

k = 0 forsvinner. Justerar vi summeringsindex lite grann sa ser vi att
1 n n-+ k—1 k—1 1 n n-+ k k
- k == k+1)x".
n k; < k > X n kg;‘) k+1 (k+1)x

54 1at oss studera summanden i det har uttrycket. Vi ser att

nrk\k+1 4k k1
k+1) n  (k+D!n—=1)! n
_ (n+k)!
k'n!

_ (n;(i—k) _ ((n+1)k+k—1>

sa om vi sitter tillbaka detta i var summa ser vi att vad vi fatt ar att

1 e ((n+1)+k-1
=L ()

k=0

vilket ar precis vad vi ville bevisa. O

8
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Ovningar

Ovning 1. Antag att en foljd {ax}i2 lyder en rekurrensrelation

14

A1 = Z Wik
i=0

for alla k > ¢, dér (wo, w1, wy, ..., wy) dr en f6ljd med koefficienter.'>

Anvind véra rdkneregler i Lemma 7 for att finna ett uttryck for den
genererande funktionen F,."3

Ovning 2. Antag att vi har en summa

oo k
Y Y flki) (1)

for ndgon funktion f : N> — R. Byt ordningen pa summeringen,#
alltsa fyll i frdgetecknen i uttrycket

agk

Y F(2,2)
k=?

sd att det blir lika med vad vi hade i (1).%5

i=0

Ovning 3. Antag att {a}3,, {be}e, och {cc}2, &r tre foljder.
Bevisa att
ax(b+c)=axb+axc,

det vill séga att faltning distribuerar 6ver addition.®

Ovning 4. Lat f; vara foljden av Fibonaccital, sésom vi definierat dem.

Lat foljden g vara (1,—1,-1,0,0,0,...).
1. Vad é4r den genererande funktionen for {gy}7> ;?

2. Vad dr faltningen f * g? Rdkna ut detta som om ni inte visste vad
den genererande funktionen till f &r, alltsa utan att anvdnda er av
Teorem 12.

3. Anvind vad ni gjorde i de forsta tva delfrdgorna och Teorem 12 for
att ge ett alternativt bevis for att

1

Frlx) = 1—x—x%

Ovning 5. Anvind genererande funktioner'” for att bevisa att

B () -

for alla k > 1.18

> Om det hjalper kan ni anta att w; = 0
fori ¢0,1,...,¢0.

3 Det hér &r alltsa generaliseringen
av vad vi gjorde for Fibonnacifoljden.
Ni kommer finna att ni kan skriva
svaret som en rationell funktion med
koefficienter som ges av de forsta
termerna i a; och av vikterna w;.

4 Det hér &r vil egentligen bara en
6vning i att manipulera summor, inte

i kombinatorik per se. Men det &r
anvandbart att kunna trick som det

hér for att arbeta med genererande
funktioner. Ibland kan “byt ordningen
i en summa” till och med vara en
bevisteknik i sig.

5 Tips: For varje par av (k, i), hur ménga
ganger dyker f(k,i) upp i summan i (1)?
Det hjalper att rita upp en tabell ver
par av i och k, och fylla i varje ruta om
det paret dyker upp. Om vi har virden
pé k som rader och virden pa i som
kolumner réknar (1) “radvis”, och nar vi
byter ordning pa summan vill vi i stéllet
rakna “kolumnvis”.

16 Ledtrad: Det hér &r lattare p& den
algebraiska sidan &n pa den kombinato-
riska.

7 Ledtrad: Betrakta den hir summan
som en faltning av tva foljder — en av
dem kan vi redan den genererande
funktionen for, den andra ar enkel att
finna den genererande funktionen for
givet vad vi redan kan. Anvand sedan
Teorem 12 for att fa ut likheten.

8 Frivillig bonus om ni har trakigt
nagon dag: Kan ni komma pa ett
kombinatoriskt bevis for den har
likheten? Jag funderade pa det en kort
stund och fann inget.
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Ovning 6. Finn enkla uttryck for de genererande funktionerna for

k
aj = 3k, bk = <i)

5
Ck: E

foljderna

och
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