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Vi fortsatter forra foreldsningens diskussion om genererande funktio-
ner, och anvander dem for att rdkna 16sningar till ekvationer. Sedan
introducerar vi exponentiella genererande funktioner, och anvander
dessa for att 16sa ndgra problem.

Antal losningar till en ekvation, med begrinsningar

I slutet pa forra foreldsningen studerade vi antalet 16sningar till
ekvationen
X1+x+x3+x4+x5=k

om vi kraver att alla x; ar ickenegativa heltal. Det var ett forsta exem-
pel pa en mer generell kategori av problem med att rdkna losningar
pé ekvationer. Lat oss borja med ett lite mer invecklat problem:

Exempel 1. Hur manga l6sningar finns det till
X1+xo+x3+x4=k

om vi kréver att alla x; ar ickenegativa heltal, men ocksa kraver att x,
dr jamnt, att x3 < 10, och x4 dr udda?

Lat, for varje k, aj vara antalet sddana losningar. L&t sedan a;
vara antalet 16sningar till x; = k i ickenegativa heltal x;, a3 vara
antalet 16sningar till x, = k i ickenegativa jamna heltal, a,% vara antalet
l16sningar till x3 = k i heltal mellan 0 och 10, och 11% vara antalet
losningar till x4 = k i udda heltal.

Precis som i det forsta exemplet studerar vi nu faltningen av dessa
fyra foljder, och ser att

1, 2, 3. 4\ _ 1.2 3 4
(a" xa”*xa”*xa”), = ) Ay, Aie, Ui A, -

kq,ko,k3,ks>0
ky+ko-His+hkg=k

Eftersom “111 aiz a% a,‘; dr en produkt av ettor och nollor kommer
det hédr uttrycket igen bara att rdkna antalet termer, men nu antalet
nollskiljda termer. S4 vilka &r de nollskiljda termerna i den har
summan?

Att ky + ko + k3 + k4 = k garanteras av definitionen av faltning, och
sedan &r varje term i produkten ett om virdet pa k; ar tillatet av vara
begransningar, och noll annars. Sa a,%] ar ett om det finns en 16sning
till x; = ky i ickenegativa heltal — den dr alltsa alltid ett — och aiz ar ett
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om det finns en 16sning till x, = ky i jamna ickenegativa heltal, alltsa
om kj dr jamnt.

Vi kan resonera lika dant for a® och a*, och vad vi har sett 4r att
termen i summan dr ett om k; + ko + k3 + ks = k, och varje enskild
begransning pé vad k; far vara ar uppfylld. S& sammantaget maste vi
ha att (a! * a® * a®  a*); = ay, precis som innan.

Sé precis som i forra exemplet kan vi fa fram genererande funk-
tionen for ay, foljden vi faktiskt dr intresserade av, genom att plocka
fram den genererande funktionen for de enklare foljderna.

Vad genererande funktionen for a' &r vet vi sedan innan — den ar
bara en f6ljd av ettor, sa dess genererande funktion blir ﬁ Likale-
des vet vi sedan innan att foljden av n stycken ettor och sedan nollor

. o . ,
har genererande funktion 13- —, s& genererande funktionen for °
P
blir =~

Déremot for a> behover vi rikna ut ndgot nytt, namligen den
genererande funktionen for foljden 1,0,1,0, 1, .. ., indikatorfunktionen
av de jamna talen. Sa vi far skriva att

och sista raden hér kan vi kdnna igen som genererande funktionen av
foljden (1,1,1,1,...), utvirderad i x2. S4 detta ar lika med ﬁ

Sa vad som aterstar ar alltsa a*, indikatorfunktionen for de udda
talen. For att f& fram dess genererande funktion kan vi anvidnda vad
vi just gjorde for de jamna talen:

Fa(x) = Z apxk
k=0

k>1
k udda

=x Z xk1
k>1
k udda

—xy
k>0
ke27

X
1—x2
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S&, om vi anvédnder att genererande produkten av en faltning &r
produkten av de genererande funktionerna, ser vi att

Fa(x) = <1ix> (11_x:> (1—1x2) <1_xe>

x(1—xh)
(1—x)%(1—x2)?

och ber vi vart favorit-CAS? att Taylorutvidga detta uttryck sa far vi
att

Fo(x) = x +2x% 4 523 + 8x* + 14x° 4 20x® + 30x” 4 40x® + ...
sd att foljden av antalet 16sningar &r
0,1,2,5,8,14,20,30,40,55,70,91,111,138,163, . ...
Exempel 2. Vi vill rdkna antalet 16sningar ay, till ekvationen
2x1+x0+x3=k

dér alla x; ar heltal, xo 4r en multipel av 6, och talet x3 kan vara an-
tingen rott eller blatt.3

Vi borjar med att gora variabelbytet iy; = 2x3, och vill alltsa nu ha
l6sningar till y; + x3 + x3 = k, med begransningen att y; ar jamnt. Det
hér forandrar sa klart inte antalet 16sningar, bara gor det littare for
oss att tillimpa var metod.

Vi tilldimpar samma metod som i forra exemplet, och later a,% vara
antalet 1osningar till y; = k med y; jamnt, a% vara antalet 16sningar till
xp = k med x;, delbart med 6, och a,3( vara antalet 16sningar till x3 = k
med x3 fargat antingen rott eller blatt. Faltningen blir da

1, .2, .3y _ 1.2 3 _
(a" xa”xa’) = ) Ay, A, U, = -
kik2,k3=>0
ko +ks =k

Vi fortsétter precis som innan med att rdkna ut den genererande
funktionen for varje av vara foljder. For a! vet vi redan vad genereran-

de funktionen for indikatorfunktionen av de jamna talen &r, ndmligen
1
1-x2"
For a2 kan vi anvinda samma metod som vi anvande for de jamna

talen for att se att

Fo(x) = i a?xk = Y x

k=0 k>0
ke6Z
[ee]
— Zx6z — Z(xé)z
i=0 =0

sd att Fa(x) = 1—1x6'

2 Computer Algebra System, alltsa till
exempel WolframAlpha eller nagot av
dess oppna alternativ, sdsom Sage.

3 Vi ser alltsd, for k = 6, alla dessa som

godtagbara distinkta losningar:
n=Lxn=0x3=4 x=Lxn=0x=4

x1:2,x2:0,x3:2, X]ZO,X2:6,X3:O.
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For a® s blir denna helt enkelt en foljd av bara tvdor, eftersom vi
har tva val for farg for varje tal, och kan vélja vilket tal som helst. Sa
vi ser att

Fa(x) =) 2xF =2 .
a = 1—x

Sammantaget har vi alltsd att

Fa(x) = <1—1x2> (1—1x6) <1Ex> G —sz)(l—xé)

vilket vi kan Taylorutvidga i vart favoritprogram och fa att4

Fo(x) = 2 4 2x + 4x% 4 4x3 + 6x* + 6x° + 10x° + 10x7
+14x8 + 14x% + 18x10 + 18x!! + 24x12 4 2413
+30x™ + 30x® + 36x10 + 36x17 + 44518 1 ...

Att omvandla ett problem till en rekursion

Vart nédsta exempel handlar inte om att rdkna 16sningar till en ekva-
tion, utan om att oversatta ett problem till en rekursion. Vi tar detta
exemplet nu delvis eftersom vi kommer vilja ha en rekursion att 16sa
i ett senare exempel.

Exempel 3. Antag att vi har ett schackbrade med 2 x n rutor, och vi
vill ticka det med brickor av formen 2 x 1 eller 1 x 2. Hur manga sitt
kan vi gora detta pa?

Lat t,, vara antalet sitt vi kan ticka vart schackbriade. Vi vill hitta
en rekursion for detta antal. Vi ser enkelt att det finns ett enda sétt att
gora det for n = 1 —bara en bricka far plats —séd t; = 1. Forn = 2
finns det tva sétt, antingen lagger vi dem horisontellt eller vertikalt,
sdt) = 2.

Om vi vill skapa oss en tickning av en 2 x n-brdda, for nagot n > 2,
kan vi gora pa tva satt:

* Vi borjar med en tidckning av en 2 x (n — 1)-brdda, och lagger till
en till bricka vertikalt.

* Viborjar med en tickning av en 2 x (1 — 2)-bridda, och ligger till
tva till brickor horisontellt.

Att varje tdckning av en 2 X n-brdda kan skapas pé detta vis ar
enkelt att se — antingen ar den sista kolumnen tdckt av en vertikal
bricka, i vilket fall vi skapade tdckningen pa forsta viset, eller sa &r
den tédckt av tvd horisontella brickor, i vilket fall vi skapade den pa
det andra séttet.

Alltséd har vi funnit f6ljande rekursion for antalet tickningar

to=0tH =1Lt =2, t,=t, 1+t, 2Vn>2

4 Vi ser ju ett tydligt monster hér av att
Ay = Apr41. Kan du forklara varfor
detta maste vara fallet, baserat pa vara
begransningar av variablerna?

Figur 1: Ett sdtt att gora detta da
n = 8. Figur tagen ur forra foreldsarens
forelasningsanteckningar.

Figur 2: De tva sétten att gora det pa
da n = 2. Figur fran forra foreldsarens
forelasningsanteckningar.
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som ju dr extremt lik den vi har for Fibonaccitalen, sa vi kan finna en
genererande funktion och sluten form pa precis samma vis som i det
fallet.

Exponentiella genererande funktioner

Ibland far vi problem med att hitta enkla uttryck for véra genererande
funktioner, eftersom var foljd vaxer for snabbt. Hittills har vi bara
studerat foljder som véxer langsamt nog, men om vi till exempel
hade velat studera foljden 0!,1!,2!,... hade dess vanliga genererande

funktion varit
[ee]

Z Klxk

k=0

for vilken det inte finns nagot enkelt uttryck.> 5O0m vi sitter pd oss vara analytiker-
glasdgon kan vi dessutom se att detta

B . . . . uttryck inte konvergerar for nagot x > 0,
kommer vara ungefar k! stycken, i de flesta av vara exempel. Sa vi s4 vad hade vi ens kunna ha for uttryck

hade haft samma problem. Det finns en anledning att vi hittills bara for en funktion som ér oéndlig dverallt?
studerat binomialkoefficienter, som ju dr betydligt mindre.

Ett annat exempel pa detta &r om vi rdknar permutationer — dessa

S4, 14t oss definiera en variant pa genererande funktioner som kan
hantera dessa snabbvéxande foljder.

Definition 4. Om {a;}{? , & ndgon foljd ges dess exponentiella genere-

rande f unktion av® ©Om vi behover fortydliga skillnaden

0 xk kallar vi de icke-exponentiella genere-
EG, (x ) = Z akﬁ. rande funktionerna vi studerade innan
k=0 . for ordinira genererande funktioner.
Sa allt vi faktiskt har gjort &r att skala ner var foljd s att den inte
véxer sd kraftigt. Som tur dr fungerar detta enkla trick valdigt val — 1at

oss rdkna nagra exempel for att se hur.

Exempel 5. Den exponentiella genererande funktionen for foljden
(1,1,1,1,...) ges av

oo .k

Y =e
o

k=0 "

Exempel 6. Den exponentiella genererande funktionen for foljden
(01,11,21,31,...) ges av

) k )
X - Kk 1
kg%)k!k—!—kg(:)x =15

Exempel 7. Fixera ndgot heltal n1, och 14t a; vara antalet permutationer

av langd k ur ett alfabete med 7 bokstdver, sa att ay = (nf!k)!. Da ges
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den exponentiella genererande funktionen for a av

EG,(x) = l;) o Tk),;i,
=L k!(nn— <

Y

-~
Il
o

|
e

Z) K= (1+x)"

-~
i
o

dér vi i sista ledet kidnde igen en ordindr genererande funktion for
binomialkoefficienterna.

Exempel 8. L&t oss dtervidnda till exemplet med schackbrddena. Vi

hade en f6ljd som gavs av rekursionen?” 7 Notera att vi har &ndrat om i rekur-
sionen sa att vi har plustecken i index
to=0,t1 =1,tp =2, tewo = b1 + i Yk > 1. istéllet for minus — det dr fortfarande
precis samma rekursion, men vi far
Vad ar den exponentiella genererande funktionen for denna {6lj- finare uttryck senare.

den? Analogt med det ordinéra fallet tar vi var rekursion, multiplice-
k
rar den med ’,‘7!, och summerar over alla k > 1, for att fa att

o0 .Xk o xk 1) xk
Y ber2 gy = Y. erigg Y. e
k=1 : k=1 : k=1 :

Nu kan vi komma ihag att

d xk xkfl
dx k'~ (k—1)!
sa att
xk d xk-i—l
tk-‘rlﬁ = tk+1 a (k+ 1)'
och

xk d2 xk+2
fev2gy =he2 | ga o) |-

Om vi anvander dessa likheter i vad vi hade innan, och bryter ut
derivatorna ur summorna, far vi alltsa att

dz o0 xk+2 d 0 xk+1 i xk
— tepp—— | = — b1 | + te—|.
A2 \ =P k+2)1 ) dx (& R+ 1) PR

Precis som i vart exempel med Fibonaccitalen ser vi nu att vi
néstan har de exponentiella genererande funktionerna, férutom
att det saknas ndgra av de forsta termerna i summorna. Sa om vi
justerar for detta far vi att

d? 0 x?
— (EGi(x) —ty= — 15~ —tp=— | =
dx2 \FCr () — oy —higy —hay,

d xY x! xY
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s& om vi substituerar in typ = 0,¢; = 1, = 2 och flyttar in derivatorna
i parenteserna sa far vi att

EG/(x) —2 = EG{(x) — 1+ EG¢(x)

vilket ju 4r en helt vanlig andra gradens linjar ordinér differentia-
lekvation med konstanta koefficienter. Randvillkoren fér den ges av
EG(0) = ty och EG.(0) = t,.8

Sa vi kan antingen 16sa den for hand eller med hjélp av vart favorit-
CAS, och finna 16sningen

1% (\@e<?+%>x - \@eef%g)x + 5€(§+%)x + 56(

Nl—=

=)« —10)

vilket var CAS? later oss se kan Taylorutvidgas till

E(6-v9) (1—f>n+ (5+5) <1+2¢5>”> -

n=1

vilket alltsa ger oss en direkt formel for varje term i féljden, i samma
still som for Fibonaccitalen.

Vad vi sett i detta exemplet &r alltsd att vi, nér vi har en felmatch-
ning mellan index i var f6ljd och index i %, plockar pa oss derivator
— till skillnad fran i fallet med ordinéra genererande funktioner, da
detta gav oss faktorer av x.

Vi har ocksa sett att de exponentiella genererande funktioner
vi hittar for linjira rekursioner kommer ha en bunt olika e“* for
konstanter C,"° vilket 4r mycket enklare att Taylorutvidga. Sa om man
vill 16sa linjdra rekursioner i praktiken dr exponentiella genererande
funktioner ofta ett béattre val &n ordinéra.

Binomial-faltningar och EGFer

Vi har lédrt oss att motsvarigheten till en faltning pa den kombinatoris-
ka sidan dr en produkt av genererande funktioner. Vad hiander om vi
i stallet tar exponentiella genererande funktioner? Situationen blir lite
mer komplicerad.

Definition 9. Antag att {a; }> , och {b;};> , ar tva foljder. Da ges
deras binomial-faltning a ® b av

kk

(a®b) =) (l) aibg_;.
i=0

Lemma 10. Antag att {ay}3>  och {bi}3>  dr tvd foljder, vars exponentiel-

la genererande funktioner iir EG,(x) och EGy(x). Dd ges den genererande
funktionen for binomial-faltningen a ® b av

EGgp(x) = EGa(x)EGp(x).

1MAO20 7

8 Detta kommer ju alltid gilla for alla
exponentiella genererande funktioner,
av hur de &r definierade.

9 Eller vi, for hand, om vi inte ar lata.
Den enda funktionen som &r involve-
rad ar ju e¥, sd det dr inget svart att
expandera, bara manga termer att halla
ordning pa.

'° Precis som vi sag for foljden
(1,1,1,...), dar C = 1 — detta beror,

i alla fall andligen, pa att vara foljder
som ges av linjdra rekursioner ocksa
kommer véixa ungefir sd langsamt, sa vi
far samma sorts funktion.
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Bevis. Lidgg marke till att EG, inte bara dr den exponentiella gene-
rerande funktionen for a, utan ocksa ar den ordindra genererande
funktionen for A, = %, och likaledes for b. Alltsa maste, enligt vad
vi redan vet om ordinédra genererande funktioner,

EG,(x)EGp(x) = Ga(x)Gp(x) = Gaxp(x).

Sa vad vi studerar &r den vanliga faltningen av A med B — vi ser att
denna &r

(A*B), =

S
=
|

i

2
<
T

- -

~.

—~
e
|
-
=

i=0
. i k! aibk_l
T Eil(k—i) K

k 1 1
(i>‘1ibkik! = (@®b)ig

|
™~

Il
<}

sa alltsa maste vi ha

GA*B(JC) = Z(A * B)kxk
k=0
[e) xk
=) (a®b)7
= k!
= EGu@b(x)
och vart lemma ar bevisat. O

Pa ett fullkomligt analogt sétt kan vi bevisa foljande resultat med
hjalp av det motsvarande resultatet for ordinédra genererande funktio-
ner:

Lemma 11. Antagatt {al} , {a?}%> ..., {ad}®  ir foljder. Dd giiller
det att™™

k d .

1 2 dy ]

a®aA®...®a = ||€l.

( . kl,k;,kd <<k1'k2""'kd) j=1 kj)
k1+k2+.‘.+kd:k

och .
EGigne. g (x) = [ [ EG,i(x).
j=1

Som vart sista exempel for denna foreldsning tar vi motsvarigheten
for exponentiella genererande funktioner till vara problem med antal
l6sningar pé en ekvation.

1IMAO20

" Kom ihag att notationen (kl kzk,.. kd)
betecknar en multinomialkoefficient.

8
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Exempel 12. Hur manga strdangar ur alfabetet {a,b,c,d} finns det av
langd k, med atminstone ett b, hogst tre ¢, och ett jamnt antal d?

Precis som i fallet med att rdkna losningar till ekvationer later vi [;
vara antalet sddana striangar, och later sedan

* gy vara antalet stringar ur alfabetet {a} av lingd k,

* by vara antalet strdngar ur alfabetet {b} av lingd k med &tminstone
ett b,

* (4 vara antalet strdangar ur alfabetet {c} av lingd k med hogst tre c,
och

e dj vara antalet strangar ur alfabetet {d} av lingd k med ett jamnt
antal d.

Om vi nu betraktar binomialfaltningen av dessa fyra foljder ser vi
att

k
(a@b®c@d) = (
kl’kz’zk3/k4 kl’k2/ k3, k4

ky+ky+ks+kyg=k

)ﬂkl b, Crydi, = I

eftersom vad vi rdknar med multinomialkoefficienten (kl,kz]fks,h) ar
precis antalet strangar av lingd k med k; stycken a, k; stycken b, och
s& vidare.

Vad som é&terstér ar alltsd att finna de exponentiella genererande
funktionerna for vara fyra foljder.

e Foljden a &r helt enkelt (1,1,1,...), s& dess exponentiella genereran-
de funktion har vi redan sett ir e*.

e Foljden b &r (0,1,1,...), sd vi kan rdkna att
[} xk [} xk
EG(x) =) =L g 1=¢—1L
k=1 """ k=0 "

e Foljden c ar (1,1,1,1,0,0,...), s&

2 3
EGC(x):1+x+%+%.

¢ For foljden d far vi anvdnda oss av ett litet trick, och skriva att

o
EGy(x) = ), T

ke27z20

1 %) xk e} (_x)k>
5 (LE+ L

2 (k_o k! s k!
s

2
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Multiplicerar vi ihop dessa fér vi att

x2 x3 eX — X
X X - - - -
EG(x) =¢* (e 1)<1+x+2—|—3>( > )

Om vi vill ha en explicit formel ar ett bra nog CAS™ kapabelt att
ge en explicit formel f6r den nte termen i serieexpansionen av detta,
men den &r inte vacker.

Ovningar

Ovning 1. Hur manga heltalslosningar till ekvationen
X1 + xp + x3 = 578

finns det,’3 om vi kraver att

o x> =71

® xp > 0dr ett jamnt tal,

® och x3 > 0 kan vara vilket tal som helst, men om det ar jamnt
kan det vara rott eller bldtt, och om det &r udda kan det vara gult,
gront, eller lila.

Ovning 2. Antag att vi vet att foljden {a;}$> , har exponentiell ge-
nerande funktion F. Finn ett enkelt uttryck for den exponentiella
genererande funktionen for foljden by = kay, i termer av F.

Ovning 3. I denna 6vning anvinder vi ett lite mer abstrakt sprak. Lt
§ vara méngden av alla foljder, och & vara miangden av alla genere-
rande funktioner. Da kan vi alltsa lata G : § — & vara funktionen
som skickar en f6ljd till dess ordindra genererande funktion, och

EG : § — & funktionen som skickar en foljd till dess exponentiella
genererande funktion.

Vi kan ocksa definiera operatorn (funktionen) A : § — § som
att (Aa)r = ax,1. Vi forskjuter alltsa index ett steg, och slanger
bort forsta termen i var f6ljd."> Likaledes kan vi definiera operatorn
D : & — & som funktionen som skickar en genererande funktion pa
dess derivata.’®

Slutligen kan vi, for varje heltal n1, definiera operatorn T, : § — R
som att Ta = a,. Den plockar alltsa helt enkelt ut den nte termen i
foljden.

Lat oss nu plocka ner all denna abstraktionen pé en lite mer kon-
kret niva. Overtyga er sjilva, genom att skriva ut konkret vad pasta-
endena betyder, om att vi redan visat i foreldsningarna att

* G(A(a)) = 5 (G(a) — To(a)) och

12 Mathematica kan det, men inte
WolframAlpha.

> Om ni vél har hittat genererande
funktionen for antalet 16sningar nar
vi ersatt 578 med k, s& kan ni enkelt
fa fram svaret med foljande kod till
WolframAlpha:

SeriesCoefficient|f, {x,0,578}]

déar f da ar genererande funktionen

ni funnit. Att ange den genererande
funktionen och sédga att ni sedan
plockade fram rétt koefficient ur den
med hjilp av ett CAS &r den forviantade
metoden har.

4 Ledtrad: Gor ett variabelbyte till y;
for att fa den vanliga begransningen att
=0

5 54 till exempel har vi att
A(1,0,1,0,1,0,...) = (0,1,0,1,0,1,...).

6 Vi har ju egentligen inte definierat

vad vi menar med derivatan av en
genererande funktion, utan bara latsats
att vi far behandla dem som vilken
funktion som helst, och ignorerat alla
konvergensfragor och allt krangel om
att summorna har oandligt med termer.
Vi fortsitter att gora sa.
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e EG(A(a)) = D(EG(a)). Vill man vara oerhort forfinad och ab-
strakt kan man formulera detta som att foljande diagram kommu-
terar:

EG EG

Ovning 4. Lat oss nu se varfor detta abstrakta sprak faktisi<>t ar
anvéndbart ibland.”” Lata = (1,0,0,1,0,0,1,...), och1at 1T =
(1,1,1,...).
Visa att N
a= 1 — Aa— AAa,

anvand vad vi just gjorde i forra dvningen for att omvandla detta till
en differentialekvation for EG(a), och 16s differentialekvationen'® for
att f4 fram ett uttryck for exponentiella genererande funktionen for a.

Ovning 5. Lat ¢} vara antalet strangar ur alfabetet {a,b,c} av langd k,
sddana att

* Det finns ett jamnt antal c,
e antalet g dr delbart med tre,
® och varje b kan vara lila eller svart?
Finn den exponentiella genererande funktionen for foljden /.

Ovning 6. For varje n ges det nte Bell-talet av

=L

sé det raknar alltsa det totala antalet méngdpartitioner av en mangd
av n element, oavsett antal delar. Man kan visa att!9

Bii1=1), (Z) By. (1)
k=0

Lat EGg(x) vara den exponentiella genererande funktionen for
Bell-talen, och visa att

iEG (x) = i B v (2)
dx B - = n+1 n! .

71 det hér fallet ger det oss ett mycket
koncisare sitt att uttrycka rakningen
for att hitta genererande funktionen for
indikatorfoljden for talen delbara med
tre. Dessutom blir det tydligt hur man
hade gjort om vi hade sju istéllet for tre.
Kanske att man till och med kan géra
rakningen for godtyckliga nZ, men det
kréaver nog mer differentialekvationsteo-
ri 4n jag kan, eller kan forvanta mig att
ni skall kunna. (Jag forsokte i ungefar
en minut med Laplacetransformer, men
det blev svart och kidndes invecklat.)
® Anvind vilket verktyg ni vill for att
faktiskt 16sa den — att 16sa differenti-
alekvationer 4r inte en del av den har
kursen, sa pa inlamningar forvéntar jag
mig inte att ni inkluderar rakningar pa
den biten, och pa en tenta kommer det
aldrig vara en del av en uppgift att 16sa
en differentialekvation bortom det allra
mest triviala.

9 Detta dr en av dévningarna i var
samling med extra 6vningar.
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Substituera sedan in var rekursion (1) i (2), och observera att det ni

far ser valdigt mycket ut som exponentiella genererande funktionen

for binomialfaltningen mellan Bell-talen och nagon annan foljd.
Anviand detta for att fa fram en differentialekvation for EGg — 16s

den for att f& fram ett uttryck for exponentiella genererande funktio-

nen for Bell-talen.20-21

2 Som vanligt behover ni inte faktiskt
ange hur ni l6ser den — bara skriv vad
16sningen ar.

** Ni har harmed lyckats plocka fram
en EGF for en foljd dar vi faktiskt inte
har nagot enkelt uttryck for vad varje
enskild term blir — det finns inget fint
uttryck for B, i termer av n. Hade vi
kunnat mer komplexanalys hade vi
kunnat anvinda detta for att fa fram
skattningar for hur snabbt Belltalen
véxer, till exempel. (Svaret ar: “valdigt
valdigt snabbt”, men vi hade kunnat
vara precisare dn sa.)
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