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Vi borjar med att se hur vi kan anvinda genererande funktioner f6r
att studera heltalspartitioner, och ger ett annat bevis for resultatet att
antalet udda partitioner ar lika med antalet distinkta partitioner.

Sedan introducerar vi Dyck-stigar, och hérleder en rekursion for
deras antal. Sedan anvander vi rekursionen for att hitta en genererande
funktion, och noterar att vi hade kunnat anvdnda genererande funktio-
nen for att ge en explicit formel for deras antal. (Den rékningen finns i
appendix.)

Efter det ger vi ett kombinatoriskt bevis for var formel for antalet
Dyck-stigar, som &r betydligt kortare.

Slutligen ger vi tva till exempel pé saker som rdknas av Catalantalen.

Genererande funktioner for heltalspartitioner

Naér vi forst introducerade heltalspartitioner konstaterade vi att vi inte
hade ndgon enkel formel f6r hur ménga sddana det finns, men dnda
kan bevisa intressanta saker om dem. Sedan gav vi ett komplicerat
kombinatoriskt bevis for att det finns lika manga udda som distinkta
heltalspartitioner. Lat oss nu se hur vi hade kunnat behandla samma
problem med hjdlp av genererande funktioner.

Lemma 1. Ldt a, vara antalet sitt att skriva n som en summa av ickenegati-
va heltal. Did ges den genererande funktionen for {a, }$°_, av

Ea(x) = ﬁﬁ

k=1

Bevis. Studera foljande produkt av summor?

ﬁ(ixk”> = (1+x+x2+x3+...) (1+x2—|—x4+x6—|—...)

k=1 \n=0

<1+x3+x6+x9+...)....

Eftersom vi betraktar detta som ett formellt objekt dr det oproble-
matiskt att bara multiplicera ut hela detta uttryck. Sa vi kan frdga oss
vad vi far for koefficient pa x*.

En stunds eftertanke pa vad som faktiskt hdnder ndr vi multipli-
cerar ut kommer visa att denna koefficient blir precis antalet sétt att
skriva k som en summa av ickenegativa heltal. Vilken term vi viljer
i forsta summan motsvarar antalet ettor i var heltalspartition, vilken
term vi véljer i andra motsvarar antalet tvaor, och sa vidare.3

*vilhelm.agdur@math.uu.se

> Har har vi alltsd en odndlig produkt
av oandliga summor. Det hér ar farliga
vatten till och med nér vi ser vara saker
som enbart formella uttryck. Just detta
ar véldefinierat, men fundera for dig
sjalv varfor

(2 +23 4+ )P+t 2%

inte faktiskt ar ett valdefinierat uttryck.

354 om vi véljer tredje termen i forsta
summan, fjarde i andra, andra termen
i tredje summan, och sedan viljer
resten ettor kommer vi att fa totalt
22ox0 . x3.1-1-... = ¥, vilket
motsvarar att vi skriver 11 =2-1+3 -
241-3=141+4+2+2+2+3.
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For varje enskild summa i det stora uttrycket vet vi att

e 1
)3 A = k!
n=0 1—x
sd
()11,
x| = ,
k=1 ot 1=
vilket ju &r precis uttrycket vi 6nskade. O

Kommentar 2. 1 sjdlva verket har vi, om man studerar vart bevis lite
noggrannare, bevisat ett starkare pastdende med detta argument — for
varje mdngd A C IN har vi visat att, om a, dr antalet sitt att skriva n
som en summa av heltal i A, sa ar

Fp(x) = H

keA

1
1—xk’

Allts& om vi specifikt tar A = IN \ 2Z som de udda talen, sa blir
an = po(n) antalet udda partitioner av 1, och vi far att genererande
funktionen for denna blir

Fp, (x) = 1— 2k H x21 1
kEN k£2Z.
Sé& nu ar vi halvvigs till ett bevis av att antalet udda heltalspar-
titioner ar lika med antalet distinkta — om vi kan bevisa att antalet
distinkta heltalspartitioner ocksa har detta uttryck som genererande

funktion ar vi alltsd klara.

Lemma 3. Om a, = p;(n), antalet distinkta heltalspartitioner av n, sd ges
dess genererande funktion av

Fale) =TT+ =TT arr
— 1=

Bevis. Vart bevis dr i tva steg — forst visar vi forsta likhetstecknet,
genom att forsta vad en distinkt heltalspartition &r, och sedan visar vi
nésta likhet genom ett rent algebraiskt bevis.4

Om vi atervinder till Lemma 1, och hur vi bevisade den formeln,
sé blir det forsta likhetstecknet ndgorlunda tydligt. Vad som har hant
dr att vi tagit bort alla valalternativ ndr vi multiplicerar ut uttrycket
utom att ta noll stycken k eller ta ett styck k — alltsd maste partitionen
vi véljer vara distinkt.

Nu till det rent formella argumentet. Vi vet seda? grundskolan att
(1—x)(14+x) =1—x% sd alltsd maste 1 + x = =5,
vi att

ad 1—x2k 1—x21—x*1—x°

(1 = cey
1 + ) gl—xk 1—x1-x21-2x8

k

4 Har ser vi alltsd ett bra exempel
pa varfor genererande funktioner &r
en sadan stark metod - vi kan gora
saker pa den algebraiska sidan med
vara formella uttryck som helt saknar
motsvarighet pa den kombinatoriska
sidan, och bevisa saker utan att behova
ha lika god kombinatorisk forstaelse for
problemet.

Vid en lunch nyligen uttryckte en
av mina kollegor, som sysslar med
abstrakt algebraisk hokuspokus jag
alls inte forstér, att han alltid uppfattat
genererande funktioner som en slags
magi. Det dr en ratt vanlig attityd, i alla
fall hos icke-kombinatoriker. Resultat
ramlar ibland bara ut ur metoden utan
att man alls forstar hur det gick till.
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och hdr ser vi att alla termerna med jamna exponenter pa x kommer
ta ut varandra, eftersom vi har ett 1 — x2f bade 6éver och under brék-

strecken,> sd vi far bara kvar termer pa formen ﬁ for udda k. Alltsa
har vi sett att
1+x%) =  —
Hoeo= s
= udada
vilket &r precis vad vi ville bevisa. O

Dyck-stigar

Definition 4. En gitterstig pa Z? av langd n mellan a och b borjar i
punkten a och tar sig sedan till punkten b med n stycken steg, som
kan vara upp, ner, hoger, eller vénster.®

LT

- 1

Det finns uppenbarligen 4" gitterstigar av langd n med en given
startpunkt, om vi inte kréaver att den skall sluta i ndgon given punkt.

Definition 5. En uppit-hoger-stig pa Z? fran a till b &r en gitterstig
mellan g och b som enbart tar steg uppat och at hoger.”

]

] Il

Notera att till skillnad fran allménna gitterstigar bestims en uppat-
hoger-stigs langd av dess start och slutpunkt, eftersom den inte kan

5 Det har dr verkligen ett exempel pa nar
vi dr glada att dessa ar formella uttryck —
att rdkna sa har med faktiska funktioner
vars konvergens vi bryr oss om hade
fatt en analytiker att borja grata.

©Vi kan betrakta en sddan stig som ett
ord av lingd n ur alfabetet {U, N, H, V},
tillsammans med en startpunkt.

Figur 1: En gitterstig av ldngd 28 fran
(0,0) till (2,8).

71 tolkningen av stigar som ord ar
alltsa dessa ord ur det mindre alfabetet
{U,H}.

Figur 2: En uppét-hoger-stig fran (0,0)
till (8,8) av langd sexton.
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ta ndgra omvégar eller ga baklanges. En stig fran (0,0) till (a,b)
kommer alltid att ta precis a steg uppat och b steg till hoger, det enda
som kan variera dr i vilken ording stegen tas.

Alltsa ges det totala antalet uppat-hoger-stigar fran (0,0) till (a,b)
a+b
a

hoger av totalt a + b steg.

av (“77), eftersom det dr antalet sitt att vélja de a stéllen vi tar ett steg

Definition 6. En Dyck-stig av langd 2n &dr en uppat-hoger-stig fran
(0,0) till (n,n) som aldrig gar under diagonalen.

~F=

- 7
R

.,

l

—q

1]

Notera att en Dyck-stig alltid maste borja med ett steg uppat och
sluta med ett steg at hoger, eftersom den annars ju hade varit under
diagonalen.

Hur ménga Dyck-stigar finns det av varje given langd? Vi kan
anvanda var observation om att de alltid borjar med ett upp-steg for
att ge en rekursion for detta antal:

Lemma 7. Ldit d,, beteckna antalet Dyck-stigar av lingd 2n. Da giiller det
forallan > 0 att

n
dpi1 = Z didy i
k=0

ochdy = 1.8

Bevis. Overvig en Dyck-stig av langd 2(n + 1). Vi kan dela upp den
i tva kortare Dyck-stigar som foljer: Den borjar med ett upp-steg,
som vi fargar gratt. Sedan fortsdtter den i ett tag tills den traffar
diagonalen for forsta gangen. Vi fargar alla steg innan det steg i
vilken den traffar diagonalen blda, och steget i vilken den triffar
diagonalen gratt. Sedan fargar vi resten av stegen roda.

Vi havdar att de bla stegen utgor en Dyck-stig av langd 2k for
nagot 0 < k < n, och de roda stegen utgor en Dyck-stig av langd
2(n — k), s att vi tillsammans med de tv graa stegen har totalt
2k +2(n —k)+2 = 2(n+ 1) steg. Ekvivalent, i tolkningen av stigar

Figur 3: En Dyck-stig av langd sexton.

8 Antalet ord av lingd noll anser vi vara
ett, eftersom det bara finns ett sitt att
vilja ett sadant.
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_ Figur 4: En illustration av var uppdel-
5 ’ ning av en Dyck-stig i grda, blda, och
— | . roda steg.
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som ord, sa sédger vi att ordet for stigen vi borjade med kan skrivas
som
UwyHw,

for tva kortare® Dyck-stigar wy och wy. 9 Det ar tillatet att de ar av langd noll.
Vi kan vélja k fritt mellan 0 och 7, och vi kan sedan vilja va-

ra tva kortare Dyck-stigar helt fritt sa lange de har réitt langd, sa

multiplikations- och additionsprincipen ger oss att vi kan totalt vilja

pa
n
Y didy i
k=0

satt, vilket dr vad vi ville bevisa. O

Den uppmarksamme bland er kanske redan ként igen att den hér
rekursionen sdger ndgot om en faltning — specifikt sdger den att

dn+1 = (d * d)n,

vilket ser ut som nagot vi borde kunna anvinda for att rakna ut
genererande funktionen av den hér foljden.

Proposition 8. Den genererande funktionen for {dy }3>_,, antalet Dyck-
stigar, dr

1—+v1—4x
2x ’

Bevis. Vi observerar att Lemma 77 ger oss att for alla n > 0 sa ar

Fa(x) =

d?‘l+1 - (d * d)n,

sd om vi tar genererande funktioner av bagge sidorna ser vi att vians-
ter led blir

Fd(x) -1

o0 1 [e0]

Z dpp1x" = — Z dn+1x”+1 =
— X = X
n=0 n=0
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och hoger led blir
Fioa(x) = Fa(x)?
sd att vi har att
Fy(x) = xFy(x)* + 1.

Det hér ar ju bara en vanlig andragradsekvation som vi kan 16sa

for F4, och fa att
Ey(x) = 1++1 —4x'
2x
Det enda som aterstdr &r att se om den rétta 16sningen har ett plus-
eller minustecken. Séttet vi ser detta pa ar att vi vet vad den skall ta
for varde i en specifik punkt - vi kan ju namligen rdkna att

[ee]
F(0) = Y dy0* =dy =1
k=0
sd funktionen madste vara ett i noll.
En snabb rakning ger oss att

o 1—+/1—4x
111’1’17:

1
x—0 2x

emedan gransvardet
1+ v1—4x
lim ————
x—0 2x
inte existerar. Alltsd maste den korrekta 16sningen vara med minus-
tecknet, sdsom oOnskat. O

S&, hittills har vi definierat vara Dyck-stigar, listat ut en rekursion
for deras antal, och anvint denna rekursion for att hdrleda en genere-
rande funktion. Kan vi anvdnda denna genererande funktion for att
hérleda en explicit formel for antalet Dyck-stigar?

Svaret pa den fragan &r ja, men det involverar en lang och krang-
lig rakning med att plocka fram en serieutveckling av kvadratroten.
Den ligger som ett appendix i dessa foreldsningsanteckningar, ef-
tersom metoden kanske trots allt &r bra att ha sett nagon gang, men
vi skippar att g& igenom den rakningen under sjilva foreldsningen.
Resultatet blir i alla fall foljande sats:

Teorem 9. Antalet Dyck-stigar d,, ges av

1 2n
d"_n—f—l(n)'

I sjilva verket dr dessa tal sd viktiga att de har sitt egna namn — de kallas

for Catalan-talen.

Istdllet for att g& igenom hur man héirleder detta ur den genereran-
de funktionen vi just fann gér vi direkt over till att ge ett kombinato-
riskt bevis for denna formel.

6
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Ett kombinatoriskt bevis for formeln for Catalantalen

Ett kombinatoriskt bevis av Teorem 9. Lat oss 6vervdga samlingen av
alla uppét-hoger-stigar fran (0,0) till (n, 7). Vi kallar varje stig som
passerar under diagonalen for en dilig stig — mdngden av sddana
ar uppenbarligen komplementet till mdngden av Dyck-stigar. S&
om vi kan ridkna de daliga stigarna far vi ocksa antalet Dyck-stigar,

eftersom vi vet att det totala antalet uppat-hoger-stigar fran (0,0) till

271)
w)-
Siattet vi raknar antalet daliga stigar ar att pavisa en bijektion

(n,n) &r precis (

mellan dem och méngden av uppét-hoger-stigar fran (0,0) till (n +
1,n-1).

Givet en délig stig markerar vi forsta punkten pa vilken den tréffar

forsta underdiagonalen, alltsd diagonalen under huvuddiagonalen.

Att det maéste finnas en sddan punkt foljer av att stigen dr dalig — om

den aldrig traffade den underdiagonalen vore stigen en Dyckstig.

Sedan speglar vi resten av stigen, efter punkten vi markerade, i
forsta underdiagonalen. Vi ersitter alltsa varje steg uppat med ett
steg till hoger, och varje steg till hoger med ett steg uppat.

Eftersom vi i punkten vi borjade spegla just traffat forsta underdi-

agonalen sa méste vi i den punkten ha haft ett steg mer at hoger an
uppat. Totalt har vi, i originalstigen, lika ménga steg uppét som &t
hoger, sé dterstoden av den efter den punkten maste ha ett steg mer
uppat dn at hoger.

Nar vi speglar blir varje steg uppat ett at hoger, och vice versa,
s& var speglade stig maste ha ett steg mer at hoger dn uppat ocksa
i biten efter speglingen. Alltsd maste den resulterande stigen efter
speglingen ha tva steg fler at hoger dn uppat, och alltsd hamna i
(n+1,n—1).1°

Figur 5: En av véra déliga stigar, med
huvuddiagonalen i blatt och forsta
diagonalen under huvuddiagonalen

i rott. Punkten dér stigen traffar den
forsta underdiagonalen markeras med
en cirkel.

° symboler har vi u; steg uppat i stigen
innan punkten vi speglar efter, och h;
steg at hoger. Efter punkten vi speglar
efter har vi u, steg uppét och h. steg
at hoger. Sa i Figur 5sa har viu; = 3,
h; =4, u, =5, och h, = 4.

Sé for stigen vi borjar med har vi
hi = u; +1, och hj + h, = n samt
u; + u, = n for att den skall sluta i (n,n).
Stigen efter speglingen kommer att ha
hi 4 u, steg at hoger och u; + h, steg
uppédt. Om man arbetar sig igenom
dessa ekvationer kommer man att se
att vi verkligen har n + 1 steg at hoger
och n — 1 steg uppat i den reflekterade
stigen.
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Sa vi har hittat ett sétt att skicka en délig stig pa en stig frén (0,0)
till (n+1,n —1). For att detta skall vara en bijektion mdste processen
vara reversibel - givet en stig fran (0,0) till (n + 1,n — 1) maste vi
kunna dterskapa den motsvarande déliga stigen.

Séttet vi gor det pa ar samma som innan — vi hittar férsta punkten
i vilken vér stig traffar forsta underdiagonalen, och speglar efter den.
Att en sddan punkt maste finnas &r uppenbart, eftersom (0,0) ligger
ovanfor den underdiagonalen, och (n + 1,1 — 1) ligger under den. S&
for att ta oss fran ena sidan av den till andra mdste vi passera den.

Att denna spegling kommer ge oss rétt déliga stig ar enkelt att se —
allt vi gjort &r att spegla tva génger, vilket sa klart inte gér ndgonting.

Alltsa har vi bevisat att antalet daliga stigar 4r lika med antalet
stigar fran (0,0) till (n + 1,7 — 1). Vi vet att det finns ((”H,)Iign_l))
sddana stigar, sa vi kan rdkna att

d, = |stigar (0,0) — (n,n)| — |déliga stigar|

()= ()
(2n)! (2n)!

~ Tl (n+1)'(n—1)!

_ (n+1) _ n
(n+1)n!  (n+1)n!
2n)! 1 (2n)! 1 [(2n
( Dn!  n+1lnn!  n+l\n
vilket bevisar satsen. O

Sé vart kombinatoriska bevis undvek helt att behtva fundera pa
rekursioner och genererande funktioner. Det dr en mycket mer direkt
rutt till vart mél, men vi missade ndgra sevardheter langs vagen.'

1MAO20 8

Figur 6: Den uppét-hoger-stig fran (0,0)
till (n 4+ 1,n — 1) som motsvarar var
daliga stig i forra figuren. Stigen &r

gra fram tills punkten dér vi bérjade
spegla den, och fortsitter sedan i blatt.
Originalstigen fortsétter i gratt.

" Hur man hade hérlett var rekursion
eller den genererande funktionen givet
bara vad vi larde oss i det kombinatoris-
ka beviset ar langt ifrdn uppenbart — och
rekursionen dr mycket anvandbar for att
bevisa att andra saker ocksa riknas av
Catalantalen.
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Fler saker som riknas av Catalantalen

Som vi ndmnde tidigare ar Catalantalen viktiga eftersom de rdaknar
fler saker dn bara just Dyck-stigar. I nésta foreldsning kommer vi
se ett viktigt exempel. Nu, i slutet pa denna, tar vi ndgra mindre
exempel.

Exempel 10. Antalet sétt att skriva 2n matchande parenteser raknas
av Catalantalen. Med matchande parenteser menar vi alltsa ett uttryck
som (()(()))()(()) — och i ett uttryck som )((() matchar de inte. Varje
( méste ha en motsvarande ) senare i ordet, och varje ) maste ha ett
matchande ( tidigare i ordet.

Hur bevisar vi att detta rdknas av Catalantalen? Jo, vi ser att detta
lyder samma rekursion som Dyck-stigarna gjorde. Varje uttryck
med matchande parenteser maste borja med (, och denna forsta
startparentes maste matcha en slutparentes. Det som star inom dessa
parenteser maste ocksd vara ett matchande uttryck, och likasa det som
stdr efter slutparentesen som matchar forsta parentesen.

Alltsa kan vi skriva varje uttryck med matchande parenteser pa
formen (wy)w,, med wy och w; tvd kortare matchande uttryck. Det
hér &r precis samma uppdelning som vi hade for vara Dyckstigar, sa
det kommer ge samma rekursion, och alltsa dr det samma foljd.">

Exempel 11. Det problem som ursprungligen fick upp matematikers
intresse i vést'3 for Catalantalen var att dela upp en konvex polygon
med n + 2 sidor i trianglar, genom att rita streck mellan hérnen som
inte korsar varandra.

PSS

SR\
N O W

Det hér problemet studerades forst av Euler'4, och beviset att de

raknas av Catalantalen utvecklades av Segner, Goldbach, och Lamé.

Var rekursion for Catalantalen brukar kallas for Segnerrekursionen.
Senare studerades problemet med parentetiseringar av Eugéne

Charles Catalan, efter vilken talen fick sitt namn pé femtiotalet.

2 Vi hade ocks§, vilket kanske vore
enklare, helt enkelt kunnat se att det
finns en bijektion mellan matchande
uttryck med parenteser och Dyck-stigar,
genom att tolka ( som “steg uppat” och
) som “steg till hoger”.

3 De studerades forst av en matematiker

i Kina péa 1y00-talet vid namn Minggatu,

som anvande dem for att ge identiteter

for sinus-funktionen, i stil med

sin(2a) = 2sin(a) — Z‘i 4:—:1 sin?" 1 (a).
n=

Figur 7: Fallet med hexagoner.

4 Som ju redan har mer an tillrackligt
med saker namngivna efter sig, sa det ar
tur att vi inte dopte talen efter honom.
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Ovningar

(")vning 1. Lat a, vara antalet sitt att skriva #n som en summa av
distinkta jamna tal. Bevisa att

Fo(x) = H

ke2IN
4tk

1
1—xk

Ovning 2. Hur ménga gitterstigar av langd 7 fran (0,0) till (a,b) finns
det?

Ovning 3. Bevisa att antalet uppdelningar av en konvex polygon med
n + 2 sidor i trianglar, sasom vi diskuterade i Exempel 11, rdknas av

Catalantalen.®> 15 Ledtrdd: Tank kombinatoriskt, och se
. att dessa ocksa lyder var rekursion.
Ovning 4. Betrakta mangden av foljder av heltal av langd n, som

® borjar med 1,

* och om det foregdende talet dr k &r nésta tal vilket tal som helst
mellan 1 och k + 1.

For n = 4 &r dessa foljder
1234,1233,1232,1231,1223,1222,1221,1212,1211,1123,1122,1121,1112,1111.

Bevisa att antalet av dessa foljder ges av Catalantalen.

Ovning 5. Bevisa att alla foljderna pa denna lista &r lika med Catalan-
talen:

1. Antalet ord ur alfabetet {—1,1} med n stycken av varje bokstav,
sddana att alla partialsummor &r ickenegativa. Det vill sdga, om
vi tar summan av de forsta k bokstdverna i ordet skall det inte bli
negativt, for alla 0 < k < 2n.

2. Foljder 1 <a; <ap <... <ay av heltal, med a; <7 for alla i.

3. En valfri foljd fran Richard Stanleys lista av 66 saker som rdknas av
Catalantalen®, som inte redan dykt upp i foreldsningen eller i en  Denna lista aterfinns har: https://

annan évning. math.mit.edu/~rstan/ec/catalan.pdf

Ovning 6. Vi skriver talen 1 till n i ordning runt en cirkel.'” Vi sdger 7 Visst 4r ni glada att jag inte valde att
formulera detta som “n personer runt

att en mingdpartition {Aj, Ay, ..., Ay} av [n] dr ickekorsande ifall det, e b o

ndr vi ritar streck mellan alla tal som ligger i samma del av partitio-
nen, aldrig hidnder att tva streck som hor till olika delar korsar varand-
ra. Alltsg, nérhelst a,b € A; och ¢,d € A; sd korsar inte strecket ab
strecket cd. Se figur 8 for tva exempel pa ickekorsande partitioner da
n =9, och figur g for ett exempel pa en korsande partition.

Bevisa att antalet ickekorsande partitioner raknas av Catalantalen.'® 8 Ledtrad: Fundera pa strecket mellan 9
och 5 i den hogra av véra tva exempel
pé ickekorsande partitioner. Kan ni se
en rekursion?


https://math.mit.edu/~rstan/ec/catalan.pdf
https://math.mit.edu/~rstan/ec/catalan.pdf
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Figur 8: Tva stycken ickekorsande
mangdpartitioner.

I~
=~

Ll LI

6 £ 6 J

a b
{{1,8,9},{2,5,6,7},{3,4}}. {{1,3,4},{2},{5,6,9},{7,8}}.

q Figur 9: Den korsande partitionen
- {{1,8},{2,7,9},{3,4,6},{5}}, med de
2 korsande strecken i rott.
3
“
7
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Appendix: Newtons binomialsats, och en explicit formel for d,

Definition 12. For varje x € R och varje k € Z=° ges den fallande

fakulteten xk av19 19 S8 produkten har k termer. 1 fallet
med k = 0 far vi en tom produkt,

k _ x(x _ 1) (x _ 2) o (x o (k _ 1)) vilket vi konventionellt anser &r ett, sa

0 _

X
¥ =0 =1 for alla x.

och den stigande fakulteten xk av

K= x(x+1)(x+2)... (x+k—1).

! (x+k—1)!

Om x ér ett heltal ges alltsa x* av ﬁ och xF av =

Vi kan sarskilt notera att ndr x &r ett heltal ges antalet permutatio-
ner av langd k ur ett alfabete med x bokstaver alltsa av x&, och saledes

Xy _
k] Kk

for alla heltal x och k. Men detta uttrycket dr ju helt valdefinierat d&ven

har vi ocksa att

om x inte &r ett heltal, vilket motiverar oss att gora foljande definition:

Definition 13. For alla x € R och k € Z=0 siger vi att

()~

Anledningen att vi gor allt detta arbetet &r att det later oss gene-
ralisera binomialsatsen &ven till potenser som inte dr heltal, sdsom
Newton upptickte.

Teorem 14 (Newtons binomialsats). For alla x och y och r € R giiller det

att
v (7 ky k
r r—
(x+y)" =), <k>x y
k=0

Beuis. Taylorutveckla.zo O * Ett bevis dterfinns latt med google,

men eftersom det inte egentligen har
Lat oss nu tillimpa var nya kunskap pa Dyckstigarna. Eftersom nagot med kombinatorik att géra

. . .. . uteldmnar vi det i denna kursen.
den genererande funktionen vi fann fér deras antal involverade en

kvadratrot kommer vi att vilja tillimpa Newtons binomialsats i fallet

1
med r = 3.

Bevis av Teorem 9 med genererande funktioner. Vi vet att den genereran-
de funktionen for denna foljd ges av

d 1-+1—-4x
F(x) = ) dx* = oy
k=0

s vi behover serieutveckla detta uttryck.
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Newtons binomialsats sdger oss att

ViTy=Y. <1£2>y"

k=0
sd om vi sdtter in y = —4x far vi att
d 1/2
—4x = — X"
Vi—4 1) i 4k
k=0
Nér k = 0 sa blir (1(/)2) = (16!2)9 =1, och alltsd ar hela nollte termen

lika med ett. 54 alltsa géller det att

1-VT—dr _ L (CD)F (4Rt
2x 2x

i 2(—1)k1 /2 g1,k
=1 k
> 1/2
ok k
gz( 4) (k+ 1)x
fran vilket vi kan ldsa av att

d, —2(—4)"< 1/2 >

n+1

k
k

Lat oss nu forsoka forenkla denna formel. Vi borjar med att skriva

ut vad definitionen av (,/3) ér, och far att
dy = 2(—4)" (nlf1>
- 2(_4)n%
— 2(—4)" (1/2)(1/2 - 1)&/@—)3) .(1/2=n)
— 2(—4)" (1/2)(—1/2)(—3/2()11(151/;) . (—(2n—1)/2)
_ (g EDL 23<i - .1.)'!(271 —1)

1
S — k.
(n+1)! <k6[2n]1—,£z22 )

Nu kan vi observera att

[ Tkepn) kez (2n)!
k= k = .
ke2n] k27 kepnkeez | lkeanke2z [xepn) ke2z

och om vi bryter ut en tvda ur varje term i produkten 6ver alla jaimna

[T k=2"n

ke[2n] ke2Z

heltal ser vi att

13
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sd& sammantaget har vi sett att

(2n)!
k=
ke [2n] kg2 n:

Om vi stoppar in detta i vart uttryck for d,, vi hade innan sa ser vi

att
1
dy=2"——— |
(n+1)! ke [2n] kg2

1w

T (n+1)! 2ma!

_ @m) 1 (@2n)! 1 [(2n

S (m+D!(n!)  n+1am! n+1 ’
vilket dr formeln vi ville bevisa. O

Sé vi har till slut hittat en fin formel for antalet Dyck-stigar, och
alltsa for Catalantalen. Tyvérr var vigen vi tog dit véldigt lerig, i bot-
ten pd en hopvéxt och sndrig dal. Vart arbete med att ta fram denna
formel for antalet Dyck-stigar illustrerar bade for- och nackdelarna
med metoden med genererande funktioner. Det 4r en palitlig metod,
med tydliga steg for vad vi vill gora — efter att vi hittade rekursionen
vi borjade med behovde vi aldrig egentligen vara kreativa, utan vi
kom fram till mélet genom att bara folja vart recept.

A andra sidan kan rikningarna man behover gora for att tillimpa
metoden vara véldigt fula. Vad man koper i standardisering far man
betala for i begriplighet — det dr nog svart att sdga att man begriper
varfor den formeln ger Catalantalen efter att ha sett vért bevis.

14
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