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Vi introducerar den diskreta sannolikhetsteorin, vilket &r den som
behandlar samma sorts objekt som kombinatoriken.

Varfor har vi ett avsnitt om diskret sannolikhetsteori® i en kurs om
kombinatorik?

Diskret sannolikhetsteori och kombinatorik studerar samma klass
av objekt — diskreta strukturer — s& omrddena 6verlappar. Ofta dr vad
man ser i borjan ndr man ldr sig om sannolikhetsteori olika problem
vars losning kan sammanfattas som “oversétt till ett problem med
att rdkna nagonting, 16s det kombinatorikproblemet, och Gversatt
tillbaka till en sannolikhet”.

Sa det dr en anledning till att prata om diskret sannolikhetsteori i
denna kurs - vi kan fa ménga exempel, och de exemplen 4r ofta mer
praktiskt tillimpbara 4n motsvarande kombinatorikproblem. Sa nir
man borjat tréttna pa overdrivet abstrakta exempel, eller klamkécka
exempel om glasskiosker, kan sannolikhetsteorin komma som en frisk
flakt.

Men det ar sa klart inte sd att félten bara 6verlappar i ena riktning-
en — det ar precis lika sant att det finns manga kombinatoriska problem
dér den enklaste och vackraste 16sningen anvander sannolikhetsteori.
Detta kallas for den probabilistiska metoden3 — i dess vanligaste form
visar vi att ndgot kombinatoriskt objekt maste existera genom att vi
visar att ett sSlumpmassigt valt objekt kan ha egenskapen. I manga fall
kdnner vi inte till nagot konkret exempel pa ett sddant objekt — bara
att det maste existera.

Men lét oss borja med att definiera vad vi egentligen menar med
diskret sannolikhet.

Hiindelser och sannolikheter

Definition 1. Ett sannolikhetsrum (), u) bestar av en mangd Q och en
funktion p : QO — [0, 1], sddana att

e () dr icketom och dndlig eller upprakneligt odandlig?,

e det giller att

Y onw) =1

we

Mingden ) kallas for utfallsrum, och elementen w i ) alltsa for
utfall.> Funktionen y kallar vi for vart sannolikhetsmatt.
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*I kursplanen kallat “klassisk sanno-
likhetsteori”, vilket jag tolkar som en
mer tvetydig term for “diskret sannolik-
hetsteori”.

3 Pa engelska the probabilistic method —
det finns en utsokt bok med just denna
titel av Noga Alon och Joel Spencer som
utforskar just detta &mne.

Den lampar sig definitivt inte som
forsta bok om varken sannolikhetsteori
eller kombinatorik, men har man last
nagon kurs i vardera @mne och uppnatt
lite matematisk mognad &r den nog ett
bra men utmanande val av bok.

4 Det vill sdga, antingen &r den dnd-

lig, eller sa kan vi numrera alla dess
element 1,2,3,.... Detta ar skillnaden
mellan diskret och kontinuerlig sanno-
likhetsteori — i kontinuerlig sannolik-
hetsteori tillater vi oss dverupprakneliga
mangder.

I den kontinuerliga sannolikhetsteorin
behover man alltsa kunna “rakna”
saker som ér fler dn heltalen — det vill
sdga ta integraler. Som ni kanske &r
medvetna dr det inte helt okomplicerat
att definiera vad det ens betyder att ta
en integral i allmédnhet. Alltsé stannar
vi i den trevliga diskreta virlden, dér vi
har summor istéllet for integraler.
5> For den som &r van med programme-
ring, och vet hur slumpgeneratorer i
datorn fungerar, bér man tinka pd w
som seed till sSlumpgeneratorn. Det &r
oftast inte ett intressant objekt i sig, men
det bestaimmer allt som slumpmassigt
hénder.
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Definition 2. En hindelse A ar en delmangd till Q). Dess sannolikhet
ges av
P(A) = ) p(w).
weA

Notera hir att vi definierar sannolikheter for hindelser, inte for
utfall.®

Exempel 3. Lat oss formulera de mest uppenbara exemplen av slump
i var nya terminologi.
Vi kan se ett tdrningskast som att det har utfallsrum

O ={1,2,3,4,5,6},

och sannolikhetsmatt # som skickar varje utfall pa %, allts pu(w) = %
for alla w.

Vad dr sannolikheten att vart tarningskast ger oss ett udda tal? Jo,
vad vi frgar efter dr sannolikheten for hiandelsen U = {1, 3,5}, vilken
vi berdknar som

1 1 1
PU)= Y plw)=-+=z+==:.
o=t 6 6 6 2
Om vi singlar slant har vi istéllet utfallsrum Q) = {krona, klave},
och vért sannolikhetsmatt y ar lika med } for bagge utfallen.
Sannolikheten att vi far krona é&r alltsa sannolikheten av hindelsen
{krona}, och ges av

#(w) = p(krona) = %
we{krona}

Vi kan ocksa anvianda vara kunskaper fran tidigare foreldasningar
for att 16sa mer invecklade problem.

Exempel 4. Antag att en grupp av n stycken forsupna studenter gar
pé en efterfest. Nar festen till slut dr 6ver dr alla 6verraskande nog
kapabla att g& hem, men ingen dr nykter nog att kdnna igen sin egen
jacka, sa de bara tar en slumpmassig jacka pa vigen ut.

Vad dr sannolikheten att ingen student kommer hem med sin egen
jacka?

Vi far fundera ett 6gonblick pa hur vi formaliserar det hdr pro-
blemet. Vi kan skriva tilldelningen av jackor till studenter som en
permutation av lingd n ur alfabetet av jackor.

Om vi numrerar studenterna och jackorna, sa att student ett kom
dit i jacka ett, student tva i jacka tva, och sa vidare, sa kan vi betrakta
utfallet som en permutation av [n]. Alltsa kan vi sdtta () = S,,, alltsd
méngden av sddana permutationer.

Hur skall vi tdnka for att lista ut vad sannolikheten for varje given
permutation dr? Vi kan resonera pa ett komplicerat satt med olika

¢ Detta beror pé att vi i den kontinuer-
liga sannolikhetsteorin inte lingre kan
definiera y som en funktion fran utfall
till reella tal, utan maste definiera den
som ett genuint mitt, alltsd en funktion
fran hindelser (=delméngder) till utfall.
Precis som vi inte kan ta integralen av
en funktion i en enda punkt, utan tar
integraler &ver intervall.

Ibland kan vi komma att vara slarviga
och prata om sannolikheter for enskilda
utfall, men det korrekta sittet att skriva
ar alltid sannolikheten for hiandelsen
{w}, inte for utfallet w.
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ordningar de kan ga ut i, och varje student tar varje kvarvarande jacka
med samma sannolikhet, for att f4 svaret, eller sa kan vi resonera pa
ett enkelt satt.

Eftersom alla studenterna &r for packade for att kunna se skillnad
pé jackor dr problemet helt symmetriskt — det finns ingen anledning
till varfor nagot specifikt utfall skulle vara mer sannolikt &n ndgot
annat, eftersom studenterna inte kan se skillnad pa utfallen oavsett.”

Alltsd maste sannolikheten for varje utfall vara lika, och for att de
5.
Som nésta steg i var rdkning far vi fundera pa vad hdndelsen att

skall summera till 1 maste de alltsa vara

ingen student gar hem med sin egen jacka ar. Det betyder, i var
formulering av utfallen som permutationer av n, att w; # i for alla
i, alltsd att w ar ett derangemang. S& var hindelse 4r mangden av
derangemang, vilka vi ju redan réknat i en tidigare foreldsning att
den har storlek

5S4 vi kan rakna ut att

P (Ingen har sin egen jacka) =P ({w € S;, : w(i) # iVi})

= ) pw)

weSy

w(i)#i Vi
1

-k

w(i)£i Vi
— %Hw € Su: wli) £ iVil|

_l | n (71)k n (71)k

BITTIAP S e Biys

k=0

vilket vi kdnner igen som de forsta n termerna i Taylorutvecklingen

1

av e~ ", sa sannolikheten att ingen far med sig sin egen jacka ér, for

stora nog n, ungefér 36.8%.

Betingad sannolikhet

Ett av de allra mest anvdndbara verktygen for att resonera om sanno-

likheter &r betingad sannolikhet. Det later oss utfora argument av stilen

“under antagandet att A dr sant sa dr sannolikheten for B det hér, sa

eftersom vi vet sannolikheten av A &r sannolikheten for B detta”. Vi

bryter alltsa ned ett potentiellt svart problem i enklare bestandsdelar.
Rent konkret gor vi detta med foljande definition:

Definition 5. Givet tvd hindelser A och B, sddana att P (B) > 0,

7 Jackorna har temporért gjorts osarskilj-
bara av 6vermdga drickande.
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definierar vi sannolikheten for A givet B som

P (AN B)

P(A]B) =~

Vi kan tolka detta som att vi “zoomat in” pd bara B, och skapat oss
ett nytt sannolikhetsmatt /|5, som ges av

jp:B—[0,1]:x ZXZ;J;?(X)
sa att
P(A|B)= y|B(AﬂB).
S& termen =l = ——— ir helt enkelt dar for att f4 sannolikhe-

. P(B) ™ Yxepp(x)
terna i yp att summera till ett.

Funderar man lite grann pa saken bor det kdnnas rimligt att detta
miter sannolikheten for en handelse, givet att vi redan vet att handel-
sen B intréffar — vi rdknar ju bara pa utfallen dér B intréffat.

Definition 6. Vi sédger att tva hdndelser A och B &r oberoende ifall
P(ANB)=P(A)P(B).

Namnet motiveras av att detta 4&r samma sak som att P (A | B) =
IP (A) - att fa veta huruvida B intradffade ger oss alltsd ingen informa-
tion alls om ifall A intrdffade, var skattning av sannolikheten for det
ar helt oforandrad.

Lemma 7 (Lagen om total sannolikhet). Det ir alldeles uppenbart frin
vidr definition att®

P(A|B)P(B) =P (ANB).

Detta generaliserar enkelt till att, om vi har en samling By, By, ... By av
disjunkta hindelser sddana att

k
AC]]Bi.
i=1

alltsd sddana att nirhelst A intriffar sd intriffar exakt en av hindelserna B;,
sd dir
k
P (A) =) IP(A|B;)P(B).
i=1

I en enkel form fir vi alltsd for alla par av hindelser A och B att
P(A)=P(A|B)P(B)+P(A|B")P(B).

Exempel 8. Antag att vi har en urna som innehaller hundra glaskulor,
som kan vara av glas eller sten, och kan vara antingen réda, grona,
eller bla. Vi drar upp en slumpmassig kula ur var urna.

8 Och som var diskussion om hur vi
anvander betingad sannolikhet indike-
rade ar detta den centrala egenskapen
den har - den léter oss dela upp det
potentiellt svara problemet att forsta
AN B ide enklare problemen att forsta
B och forsta A givet B.



FORELASNING 9: DISKRET SANNOLIKHETSTEORI, INTRODUKTION - IMAO20 §

Om vi later A vara hédndelsen att kulan vi drar &r av glas, och B,

B, och By, vara hindelserna att den &r rod, gron, eller bla, sa sédger oss

alltsd lagen om total sannolikhet att

P(A)=P(A|B)P(B,)+P(A|Bg)P(Bg) +P(A|B)P(By).

Alltsé: Om vi vet fordelningen mellan de olika fargerna i urnan

(sannolikheterna for B, Bg, och By) och vi vet hur stor andel av varje

given farg som &r glaskulor, kan vi rdkna ut hur stor andel av alla

kulor som é&r av glas.?

Lat oss, innan vi gar vidare, ge ndgra basala rakneregler f6r sanno-

likheter, som sammanfattning av vad vi sett hittills:

Lemma 9. Det giller for alla hiindelser A och B att

per definition ir P (A) = ¥ e 4 H(w),
sd P (A°) =1—-P(A),

och om A och B har tomt snitt, ANB =@, siirP(AUB) =P (A)+
P (B),

och om de inte nodvindigtvis har tomt snitt har vi att

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

P(ANB)=P(A|B)P(B),

och per definition dr A och B oberoende precis nir P (AN B) =P (A) P (B).

Unionsbegrinsningar, med tillimpning pd Ramseytalen

Vi hade kunnat ge hela detta avsnittet av kursen med enbart exempel

om kulor av olika farger i olika urnor — av ndgon anledning ar det det

forsta exemplet som dyker upp i de flesta probabilisters huvud. Lat

oss undvika det, och istillet ge ett lite mer intressant exempel.

Vi borjar med att pAminna oss om ett resultat vi bevisade tidigare,

bara omklatt i probabilistisk skrud:

Lemma 10 (Inklusion-exklusion). Det giller, for varje samling av hindel-
ser Ay, As, ..., Ay, att

n n
P (U Al-) =Yty (ﬂ Al-) :
i=1 k=1 IC[n] i€l
\I|=k
Sd specifikt har vi for varje par av hindelser A och B att

P(AUB) =P (A)+P(B)—P(ANB).

9 Som vi formulerat det hir r det

ju oerhort ooverraskande att vi kan
gora det. Sa ar det — det &dr inget
markligt som pagar hédr. Vad som ar
6verraskande dr om nagot hur ofta
lagen om total sannolikhet &r anvandbar,
vilket vi kommer se i senare exempel.
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Bevis. Vi utelamnar det, eftersom det ar sa snarlikt till det kombinato-
riska fallet vi redan bevisat. O

Lat oss nu introducera ett oerhort potent lemma, som dndock &r
vildigt enkelt:

Lemma 11 (Unionsbegréansning). Antag att vi har en samling av hin-
delser A1, Ay, ..., Ay. Viir intresserade av sannolikheten att nagon av
hiindelserna intriffar, alltsd sannolikheten for deras union. Det giiller att

P (G Al-) <Y P4,
i=1 i=1

Bevis. Inklusion-exklusion ger oss att

k k n
P (U Ai> =Y P@A) - | (- Y P (ﬂ Ai>
i=1 i=1 k=2 €] \iel
|I|=k

och vi kommer ihag att de extra termerna, som vi stoppat in i ett
minustecken, dr en korrektion for att vi rakat rdkna punkterna i
snitten mellan A; och A; fér ménga ganger, sa alltsd maste vi gora
hoger led storre om vi stryker den korrektionen. Alltsa har vi var
sokta olikhet. O

Var forsta tillimpning dr pa Ramseytalen, som vi redan sett innan
som ett exempel pa ladprincipen. Lat oss upprepa var definition av
dessa tal, i en mer rigords terminologi som vi lart oss sedan dess.

Definition 12. Ténk att vi tar den fullstandiga grafen K,,'° och malar
alla dess kanter antingen roda eller bla.

Ramseytalet R(k, () dr det minsta heltalet n sddant att det maste
finnas antingen en delméngd av k noder i K;; sddana att alla kanter
mellan dem &r roda, eller en delméngd av ¢ noder sddana att alla kan-
ter mellan dem &r bla. Vi kallar sddana delmédngder for monokromatiska
delméngder.

Vi konstaterade ndr vi forst introducerade dessa tal att det dr svart
att bevisa saker om dem bortom att de &r dndliga, vilket dr vad vi
gjorde i en 6vning da. Nu har vi kommit ldngt nog att vi kan bevisa
en faktisk olikhet for dem.

") p1-(3)
2772 <1

sd ir R(k, k) > n. Sdledes ir
R(kK) > [2/2]

Proposition 13. Om

foralla k > 3.

© Alltsa grafen som har n noder, och
varje par av noder har en kant mellan
dem.
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Bevis. Hur bevisar man att R(k, k) méste vara storre 4n ett visst givet
n? Jo, Ramseytalet dr ju per definition det minsta n sddant att alla
fargningar av kanterna till K;, har en monokromatisk delgraf av stor-
lek k. Alltsd maste vi pavisa nagon fargning av kanterna till K;, som
inte har en monokromatisk delmédngd av ndgondera fargen.

Det hér later ju som nagot som kréver en vildigt smart konstruk-
tion. Det stimmer — i sjdlva verket en sa smart konstruktion att vi
inte faktiskt formar hitta den.

Det dr hér den probabilistiska metoden visar sin styrka — vad vi
gor istéllet for att konstruera ett exempel dr att vilja en slumpmiissig
fargning, och visa att denna har sannolikhet storre dn noll att ha var
onskade egenskap.

S&, vi tanker oss att vi singlar en slant for varje kant i K, dar
myntets tva sidor dr “r6d” och “bld” — och véra slantsinglingar &r
oberoende av varandra. Vart utfallsrum blir da lika med méngden av
funktioner fran E(Kj), kanter i K, till mdngden {rod,bla}, dir varje
blir lika sannolik. Vi kallar véra funktioner w, och later alltsé w (i, j)
vara fargen pa kanten mellan 7 och j.

Vad dr sannolikheten att var resulterande fargning har en mono-
krom delmingd av storlek k? Jo, om vi for varje delméngd A till [n]
av storlek k later R4 vara handelsen att A 4r monokromt rod och By
vara hiandelsen att A 4r monokromt bl,** s blir handelsen att det
finns ndgon monokrom delgraf av den storleken precis'?

J RaUBa.
Ae(l)

Hittills verkar det ju inte som att vi gjort nagra storre framsteg
- vi har gatt fran att behova gora en valdigt smart konstruktion till
att behova forstd en véldigt invecklad méngd av funktioner, som
definierats som en union med index i en bunt méngder... Det &dr har
unionsbegransningen visar sin kraft, och later oss l9sa ett mycket
mycket enklare problem — fér om vi tillimpar den sé far vi ju att

P| |J RaUBA| < ) P(R4)+P(Ba).
AE([Z]) AG([Z])

Vi behover alltsa inte alls forsta oss pa den komplicerade unionen,
vi behover bara forsta sannolikheterna for R4 och B4 — och de dr myc-
ket enklare, eftersom de ju specificerar precis vilken den monokroma
delméngden skall vara: Den skall vara A.

Sé vad ar sannolikheten att just A innehaller enbart réda kanter,
alltsa sannolikheten for R4? Jo, den innehaller totalt (’5) kanter, och
for varje av dessa kanter maste myntet visa den roda sidan. Eftersom
vara slantsinglingar dr oberoende maste sannolikheten att alla blir

" Vill man vara rigorts later vi alltsa
Ro={w:Vije A:w(ij) =rod}
och
By ={w:Vi,je A:w(i,j) =Dbla}.

2 Den hér notationen kan vara aningen
forvirrande innan man tankt efter — vi
tar en union av en samling méangder,
dér index for unionen ocksa dr mang-
der. Men det vi tar unionen 6ver ar
handelserna R4 U By, inte indexen A.
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roda vara produkten av sannolikheterna for varje mynt att bli rott.
Alltsa tar vi produkten av (’2{) stycken 1/2, och fér att

P(Ry) = 2-(3)

for alla A.
Eftersom problemet &r totalt symmetriskt mellan bla och rod géller
samma resultat for B4, sa vi far att

Y, P(Ry)+P(By)= Y 20
AE([Z]) AE([Z])

och hér kan vi kdnna igen uttrycket vi antog i formuleringen av satsen
var mindre 4n ett.

Alltsa har vi bevisat att sannolikheten att var slumpmassiga farg-
ning av K;; har en monokromatisk delméngd &r mindre &n ett — sd
sannolikheten att den inte har det dr storre an noll. Men om san-
nolikheten for detta ar storre dn noll méste det specifikt finnas ett
utfall som inte har en monokromatisk delmidngd — sé vi har hittat
vart exempel péd en sadan fargning, helt utan att explicit konstruera
det. O

Ovningar
Ovning 1. Ge ett bevis for Lemma 7.

Ovning 2. Visa att

k

Y P(A) =) Hi:we A} pw).

i=1 we
Anvind detta for att ge ett alternativt bevis for Lemma 11.

Ovning 3. Vi har n stycken fotbollslag som skall spela i en turnering
mot varandra — en vildigt utmattande sddan, eftersom varje lag
spelar mot varje annat lag en gang, och oavgjorda matcher avgors pa
straffar.

Vi kan tanka oss resultatet av denna turnering som ett satt att ge
varje kant i K;, en rikining — kanten pekar fran vinnaren till forloraren.

Vi sédger att en turnering har egenskap Sy om det, for varje samling
av k lag, finns ett annat lag som vann mot alla k lagen.

Téank er nu att dessa alla dr amatérlag, som &r precis lika usla pé
fotboll — vinnaren i varje match ar helt sSlumpmassig, och alla matcher
ar helt oberoende av varandra. Vi helt enkelt singlar en slant for att
avgOra vem som vinner.

8
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Deluppgift a: Givet en viss médngd K bestdende av k stycken lag,
lat Ag vara hdndelsen att det inte finns ndgot annat lag som slar alla
lagen i K. Berdkna IP (Ak).

Deluppgift b: Skriv upp hindelsen att vér turnering inte har egen-
skap Sy, i termer av hindelserna Ag. Tillimpa en unionsbegransning
pé sannolikheten for det hér uttrycket, och anvand vad ni fick i del-
uppgift a for att ge ett enkelt uttryck for en 6vre begransning pa
denna sannolikhet.

Deluppgift c: Anvand vad ni gjort i tidigare delar av denna upp-
gift fOr att ge ett resultat i stil med Proposition 13 om nér det finns
turneringar med egenskap Sk.

Ovning 4. En grupp av sju studenter i en kombinatorikkurs, Anton,
Birgitta, Chiara, Damiano, Elisabet, och Francesco'3, ar vanner. Totalt
dr det 35 studenter i klassen.

Deras forelédsare &r betydligt elakare dn mig, och viljer slumpmads-
sigt ut tre studenter att ga fram och riakna en uppgift vid tavlan.

1. Vad ar sannolikheten att Anton blir vald?

2. Vad &r sannolikheten att Birgitta blir vald, och de andra tvd som
blir valda inte &r med i deras lilla grupp?

3. Vad &r sannolikheten att exakt tvd personer ur viangruppen blir
valda?

4. Givet att Francesco blivit vald, vad dr sannolikheten att alla tre som
valts ut dr ur vangruppen?

Ovning 5. Antag att du singlar en slant n stycken ganger — men
till skillnad frén véra vanliga idealiserade mynt &r det hdar myntet
lite imperfekt, sd sannolikheten att det blir krona ges av p, for nagot
p € [0,1].

Vad ar sannolikheten att du far precis k stycken krona?"4

f)vning 6. Antag att vi har en samling av hdndelser A1, Ay, ..., Ay,
och 1at, for varje 1 <k <,

Xk = i(*ﬂ’“ Yy, P <ﬂ Ai> .

iel

Alltsa blir

och vad var unionsbegransning siger ar att

n
P (U Ai) <Xxi
i=1

3 Det var ovanligt manga utbytesstuden-
ter fran Italien i just denna klassen.

4 Ledtrdd: Betrakta ditt utfallsrum som
samlingen av ord av langd # ur alfabetet
{krona, klave}. Vad bér y(w) vara for
varje givet w?
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och inklusion-exklusion &r pastdendet att

()

Bevisa att vi i allmédnhet har att

n

n
P (U Ai> < xr forudda k och P (U Ai> > xr forjamna k.
i=1 i=1
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