Modell-tenta i kombinatorik - 1MAo20
Vilhelm Agdur*

15 mars 2023

Detta dr en modelltenta for kursen. Den &r avsedd att illustrera ungefar
vilken typ av uppgift som lar komma, och ungefirlig fordelning mellan
de olika &mnena i kursen. Det &r inte en strikt typning av tentan — om
man forsoker plugga genom att ldra sig exakt dessa atta frdgor och
ingenting mer kommer man fa problem pa den verkliga tentan.

Precis som pa den verkliga tentan ligger det med en formelsamling
i denna — notera dock att det inte dr exakt samma som den som foljer
med den verkliga tentan.

I slutet pa filen ligger det 16sningsforslag. Det kommer det inte folja
med den verkliga tentan.

Friga 1 (5 poing)

Delfraga a: (2.5p)
Lat m och w vara positiva heltal. Ge ett kombinatoriskt bevis for
att det, for varje 0 < k < m + w, géller att

2 (NG6)-()

Ge ett kombinatoriskt bevis for att

(i) (;) —;Z(,(sz?;k_k) (m—ki—k)

dar (kZJ_r,'(”;nk_k) dr en multinomialkoefficient.

Delfraga b: (2.5p)

Friga 2 (5 poing)

Vi sammanfattade merparten av véra rakneproblem i kursen i en stor
tabell, som vi kallade den “tolvfaldiga vigen”. Denna tabell finns
med i formelsamlingen.
Delfraga a: (2.5p)

Vilj sju av cellerna i denna tabell, och motivera varfor just det
problemet hor hemma i den cellen.?
Delfraga b: (2.5p)

Vilj tre av cellerna3 och bevisa att formeln vi ger stimmer. Du far
lov att, i dina bevis, antaga att alla andra formler i tabellen redan &r
kénda.

*vilhelm.agdur@math.uu.se

2Du behover alltsa inte, i denna del,
forklara eller bevisa formeln — bara ge
en tolkning av problemet som forklarar
varfor det passar in i den cellen.

3 Forutom de pa sista raden, och
mellersta i nést sista raden — vi har
ju ingen formel for heltalspartitioner,
och de tva “dumma cellerna” ar inte
intressanta.
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Friga 3 (5 poing)

Kom ihéag Fibonaccitalen {fi};?,, som ges av att fo = f; = 1 och

frr1 = fi+ fra
for alla k > 1.
Haérled den genererande funktionen fér denna foljd, med valfri
metod.
Friga 4 (5 poing)

Givet tva foljder {a;};> ) och {by}{2,, vad ar definitionen av deras
faltning {(a * b)x}7>?

Bevisa att den genererande funktionen av faltningen ar produkten
av de genererande funktionerna, alltsa att

Faup(x) = Fa(x)Fy(x).

Friga 5 (5 poing)

Vi introducerade Catalantalen som att de rdknade antalet Dyckstigar
av en viss langd.

Definiera vad en Dyckstig dr, och visa att, om d,, dr antalet Dycksti-
gar av langd 2n, sa lyder denna f6ljd Segnerrekursionen

n
dppr = ) didy_;
i=0
och dy = 1.

Friga 6 (5 poing)

Delfraga a: (3p)

Ge definitioner av foljande termer+: 4 Vi har inte gett 100% rigorosa definitio-
ner for varje av dessa termer i kursen —
1. Graf det ricker att vara lika rigords som vi
varit i kursen.
2. Trad
3. Ordnat trad
4. Delgraf

Etiketterad vs. oetiketterad graf

1

6. Riktad graf

Delfraga b: (2p)
Hur manga distinkta sitt finns det att etikettera grafen i foljande
figur? Den har totalt 21 noder.
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Figur 1: En graf for vilken vi skall

{) ridkna antalet sitt att etikettera den.

Friga 7 (5 poing)

En k-stjirna i en graf G bestar av en nod v € G tillsammans med k
stycken av dess grannar.

Figur 2: En k-stjarna, med en central
nod och k stycken noder runt omkring.

Delfraga a: (2p)

Berdkna vintevirdet av antalet k-stjarnor i Erd6s-Renyi-grafen Gy p.
Delfraga b: (3p)

Anvind vad du gjorde i forra delfrdgan for att bevisa att, om

c

pn = 5 for nagot c > 0, sa géller det att

]P(max dvzzxn>—>0 nar n — o

vEGy,p,

for varje o > 0.

Friga 8 (5 poing)

I ett av véra exempel pa den probabilistiska metoden visade vi att
varje graf G = (V, E) pa ett jamnt antal noder n, med d, < % for alla
v € V, har en uppdelning V = A]] A°, med |A| = 7, sddan att

|El

c < =1
[E(4, 4] < 2.

Delfraga a: (2p)
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Forsta delen av vart bevis av detta var att skapa oss en matchning
av noderna i grafen. Beskriv hur detta gick till.> 5 Namnet pa satsen vi anviande hér ar
Delfréga b: (SP) Diracs sats.

Anvind matchningen vi skapade i forra delfragan for att bevisa
satsen.
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Formelsamling

Den tolvfaldiga viigen

Generellt f Injektivt f

Surjektivt f

Bagge sdrskiljbara Ord ur X av langd

n x!
X (x—n)!

Multi-delméangd av X

Osdérskiljbara objekt av storlek 1

(o)
"3

Maéngdpartition av N Maéngdpartition av N

Osdérskiljbara lador

i < x delar i < x delar av storlek 1

Yio1 {k} 1om n < x, 0 annars

Satt att skriva n som

. Heltalspartition av n i < x delar

Bagge osdrskiljbara p -
summan av < x ettor

px(n+x)
1 om n < x, 0 annars

Rikneregler for genererande funktioner

Lemma 1 (Rakneregler fér genererande funktioner). Antag att vi har en
foljd {ax } 32, med genererande funktion F,. Da giller det att

1. For varje j > 1 dr

© © kL kg
Y ax —<Zakx>—< ) akx)—Fa(x)— Y ax
k=0 k=0

k=j k=0

2. Forallam > 0,1 > —m giller det att
0 [eS) m—1
Y = o (Z akxk> = (Fa(x) - Y akxk>
k=m k=m

3. Det giller att®

Permutation ur X av langd n

Delmingd av X av storlek n

Surjektion fran N till X
i)
Kompositioner av n
av langd x
Gis)
Maéngdpartition av N
i x delar
149
Heltalspartitioner av n

i x delar

px(n)

¢ Denna riakneregel kan forstas gene-

FL; ( x) realiseras till att hogre potenser av k

[ee)
Y kapxk = )
k=0 *

motsvarar hégre derivator — och om
vi istéllet delar med ndgon potens av

k far vi primitiva funktioner till den
genererande funktionen.
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Vanliga genererande funktioner

Foljd Genererande funktion
(1,0,0,...) 1
1
(1,1,1,...) =
a, =1 omk < n, 0 annars 1;{";1
Fixt n, a; = (}) (1+x)"
: k-1
Fixt n, ap = (") (1—1x)n
Fibonaccitalen 1
T—x—a2
fo=hH=1 fir1 = fi + fiea fOrk =1
Indikatorfunktion for jamna talen 1
1—x2
(1,0,1,0,1,0,...)
Catalantalen 1= Vzi_“
Foljd Exponentiell genererande funktion
(1,0,0,...) 1
(1,1,1,...) e*
1
(01,11,21,31,...) =
Fixt n, ap = (nﬁ!k)! (I+x)"
Sannolikhetsteori

Lemma 2. Det giller for alla hindelser A och B att
e per definition ir P (A) = Y en p(w),
e silP(A°)=1-P(A),

® och om A och B har tomt snitt, ANB =@, sdirP(AUB) =P (A)+
P (B),



MODELL-TENTA I KOMBINATORIK - TMAO20 7

* och om de inte nodvindigtvis har tomt snitt har vi att

P(AUB) =P (A)+P(B)—P(ANB).

e« P(ANB)=P(A|B)P(B),
* och per definition ir A och B oberoende precis nir P (AN B) =P (A) P (B).

Lemma 3. Om (Q, p) dr ndgot sannolikhetsrum, A C Q nigon hindelse,
och X,Y : O — Rsamt Z : O — V dr slumpvariabler som tar virden i R
och i ndgon godtycklig mingd V, sd giller att:

1.
E[X]= ) «P(X =) X(w)p(w).
xeX(Q) we)
2. Forallaa,b € R sd dr

E[aX +bY] =aE [X] + bE[Y].

Viintevirdet dr alltsd en linjir funktional.

P (A) = E[1,].

4. Om X(w) <
E[X]<C.

C for varje w, eller ekvivalent om P (X < C) = 1, sd dr

5. Om E [X] = C sd finns det dtminstone ett w sidant att X(w) > C.

6. Om Z ir likformigt fordelad pd V sd giller det for varje delmingd W C V

att
W]

P(ZeW)= v
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Losningsforslag

Pa de fragor som dr mer teori — ge definitioner eller bevis ur kursen
— ges enbart sidhdnvisningar till var i anteckningarna Igsningen kan
finnas. For 6vriga fragor ges 1osningar.

Friga 1

Delfraga a:

Hoger led dr uppenbarligen antalet sitt att valja ut k personer ur en
grupp av m + w personer. Om vi tdnker oss att var grupp av personer
bestar av m mén och w kvinnor kan vi ocksa tdnka att vi forst véljer
hur manga av personerna som skall vara mén — j stycken, och j kan
vara mellan 0 och k — och sedan viljer vi j stycken mén och k — j
stycken kvinnor. Detta &r precis vad som pagédr i vanster led.
Delfraga b:

Vanster led &dr uppenbarligen antalet satt att valja en grupp pa n
personer och en grupp pa m personer ur totalt z personer. Notera att
det &r okej om grupperna 6verlappar.

Varfor dr hoger led ocksa det? Lét oss tdanka oss att det ar totalt z
personer som skall dela en maltid, och de behéver vara n stycken som
lagar maten och m stycken som diskar efterat.

I hoger led viljer de forst hur manga som skall vara i bagge grup-
perna, och kallar det antalet k — det kan vara mellan 0 och 7, eftersom
det ju omojligen kan vara fler som har bagge rollerna dn som lagar
maten. (Vi hade alltsa lika gdrna kunnat ldta summan ga till m, eller
till minn, m.)

Nar vi vél valt k vet vi att det kommer vara totalt n + m — k perso-
ner som har ndgon roll. Vi kan vilja vilka dessa skall vara pa (,,, . )
satt.

Sedan skall vi tilldela dessa personer deras roller. Vi skall ha k
stycken som bdde diskar och lagar mat, n — k stycken som bara lagar
mat, och m — k som bara diskar. Vi kan betrakta denna tilldelning av
roller som ett ord ur alfabetet {bdgge, diska, laga} med givna antal av
varje bokstav — och antalet sddana vet vi raknas av multinomialkoeffi-

cienten ( nf?%:’; i), & vi har visat formeln.

Friga 2

Den tolvfaldiga vagen diskuteras fran sida tre till fem i féreldsning
fyra.

8
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Friga 3

Detta dr Exempel 5 pé sida tva i foreldsning fem. Alternativt kan
man gora som i 6vning fyra pa den foreldsningen.

Friga 4

Detta ar Teorem 11 i féreldsning fem, som vi bevisar pa sida fem i
den foreldsningen.

Friga 5

Detta 4r Lemma 4 pa sida tva i foreldsning sju.

Friga 6

Delfraga a:

Definitionerna som efterfragas ar spridda genom féreldsning
atta. Den term vi inte varit helt rigortsa med &r “oetiketterad graf”
— den formella definitionen av detta vore egentligen “isomorfiklass
av grafer”, men eftersom vi inte anvént sadan terminologi i kursen
kravs den sjdlvklart inte pa tentan.”

Delfraga b:

Grafen vi skall etikettera har uppenbarligen en rotationssymmetri.

Vi kan se for varje nod om den &r i den inre eller yttre ringen, och
i vilken ordning dess grannar kommer, men vi kan inte referera till
“norra delen” av cirkeln, eller nagot sddant.

Detta é&r alltsé faktiskt en variant pd vart problem med att placera
personer runt ett runt bord! Vi kan tédnka oss det som att vi ska
placera 2n personer runt ett runt bord med bara n platser, sa varje
person maste fa en annan som sitter i knit.

Sa vi borjar med att vélja vilka n personer som skall fa sitta pa en
stol, vilket vi kan gora pa (21 ) sétt. Sedan placerar vi ut dessa runt
det runda bordet — vi vet fran var tidigare rakning i kursen att detta
kan goras pa %‘ = (n —1)! sétt (varje av de n! permutationerna kan
roteras pa n sitt, s vi “dividerar ut symmetrin”). Till slut véljer
vi vems knd varje av de aterstdende personerna skall sitta i — nu
har vi inte kvar ndgon symmetri, eftersom personerna i stolarna nu
fungerar som etiketter. S vi kan gora detta pa n! sétt.

Sa totalt har vi sett att svaret maste bli

2n o (2n)! o
<n>(n —Dn! = m(ﬂ —1)n!

n .

7 Det hér &r egentligen samma sak
som hur vi i den tolvfaldiga vagen
inte definierat exakt vad vi menar
med “osdrskiljbar” — ddr dr ocksa den
rigorosa definitionen nagonting med
gruppverkan och symmetrier och sa,
vilket vi skippade.

9
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Friga 7

Delfraga a:

En k-stjarna bestar av en central nod v och en méngd T # v av k
stycken noder som har en kant till v. Sa 14t A, r vara handelsen att v
ar centrum i en k-stjarna med T, alltsd handelsen att alla kanter {v, w}
for w € T existerar.

Vi kan da rdkna att

E [#k — stjarnor] = E Z Z Tia,ry
veV TE(VQU)

=Y ¥ Eltg,]

veV TE(V}}Z])

=) L P(4ur)

veV TE(V;U)

och eftersom A, r bara &dr hiandelsen att en utpekad mangd av k
stycken kanter existerar, och kanter existerar oberoende av varandra
med sannolikhet p, méste IP (A, 1) = p*, sa

E [#k — stjgrnor] = )~ ) pk

veV TG(V;.U)
()
= n( P )p .
Delfraga b:

Lat oss borja med att observera att hdndelsen att
maxd, > an
v

dr precis hdndelsen att det finns en an-stjirna i grafen. Finns det

en sddan stjarna har sa klart dess centrum grad atminstone an, och
vice versa, finns det en nod av grad dtminstone an kan vi ta den som
centrum och an av dess grannar som en stjarna.

Idén &r att vi anvander vad vi gjorde i forra rakningen, och ser att
vantevardet av antalet an-stjarnor gar mot noll, och sedan anvander
Markovs olikhet for att fa det uppgiften ber om.

Sa vi kommer ihdg att p =  och vad vi har sett i férra deluppgif-

IMAO20

10
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ten, och raknar

.us _ n— 1 an
E [#an — stjarnor| = n< n )p

B n(n—l)(n—2)(n—om+1) <£>'X"
N (an)! n
ntxn+1 C\ an
~ (an)! (E)
ncﬂﬂ’l
(an!)
och att detta uttryck gar mot noll ser vi ndgorlunda enkelt — tdljaren
drn-c-c-...-cochnidamnaren dr an(an —1)(an —2)...2-1,sd den
vaxer betydligt snabbare for varje fixt a.
Markovs olikhet sdger oss nu att

P ( max dy > ocn) = IP (#an — stjgrnor > 1 —¢)
VEGpy
E [#an — stjarnor|
- 1-€

< E [#an — sjgrnor| — 0

vilket dr vad vi ville visa.

Friga 8

Beviset av detta dr Proposition 4, pé sidan tva av foreldsning 11.

11



	Fråga 1 (5 poäng)
	Fråga 2 (5 poäng)
	Fråga 3 (5 poäng)
	Fråga 4 (5 poäng)
	Fråga 5 (5 poäng)
	Fråga 6 (5 poäng)
	Fråga 7 (5 poäng)
	Fråga 8 (5 poäng)
	Formelsamling
	Den tolvfaldiga vägen
	Räkneregler för genererande funktioner
	Vanliga genererande funktioner
	Sannolikhetsteori
	Lösningsförslag
	Fråga 1
	Fråga 2
	Fråga 3
	Fråga 4
	Fråga 5
	Fråga 6
	Fråga 7
	Fråga 8

