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Detta är en modelltenta för kursen. Den är avsedd att illustrera ungefär
vilken typ av uppgift som lär komma, och ungefärlig fördelning mellan
de olika ämnena i kursen. Det är inte en strikt typning av tentan – om
man försöker plugga genom att lära sig exakt dessa åtta frågor och
ingenting mer kommer man få problem på den verkliga tentan.

Precis som på den verkliga tentan ligger det med en formelsamling
i denna – notera dock att det inte är exakt samma som den som följer
med den verkliga tentan.

I slutet på filen ligger det lösningsförslag. Det kommer det inte följa
med den verkliga tentan.

Fråga 1 (5 poäng)

Delfråga a: (2.5p)
Låt m och w vara positiva heltal. Ge ett kombinatoriskt bevis för

att det, för varje 0 ≤ k ≤ m + w, gäller att

k

∑
j=0

(
m
j

)(
w

k − j

)
=

(
m + w

k

)
.

Delfråga b: (2.5p)
Ge ett kombinatoriskt bevis för att(

z
n

)(
z
m

)
=

n

∑
k=0

(
n + m − k

k, n − k, m − k

)(
z

m + n − k

)
,

där ( n+m−k
k, n−k, m−k) är en multinomialkoefficient.

Fråga 2 (5 poäng)

Vi sammanfattade merparten av våra räkneproblem i kursen i en stor
tabell, som vi kallade den “tolvfaldiga vägen”. Denna tabell finns
med i formelsamlingen.
Delfråga a: (2.5p)

Välj sju av cellerna i denna tabell, och motivera varför just det
problemet hör hemma i den cellen.2 2 Du behöver alltså inte, i denna del,

förklara eller bevisa formeln – bara ge
en tolkning av problemet som förklarar
varför det passar in i den cellen.

Delfråga b: (2.5p)
Välj tre av cellerna3 och bevisa att formeln vi ger stämmer. Du får

3 Förutom de på sista raden, och
mellersta i näst sista raden – vi har
ju ingen formel för heltalspartitioner,
och de två “dumma cellerna” är inte
intressanta.

lov att, i dina bevis, antaga att alla andra formler i tabellen redan är
kända.

mailto:vilhelm.agdur@math.uu.se
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Fråga 3 (5 poäng)

Kom ihåg Fibonaccitalen { fk}∞
k=0, som ges av att f0 = f1 = 1 och

fk+1 = fk + fk−1

för alla k ≥ 1.
Härled den genererande funktionen för denna följd, med valfri

metod.

Fråga 4 (5 poäng)

Givet två följder {ak}∞
k=0 och {bk}∞

k=0, vad är definitionen av deras
faltning {(a ∗ b)k}∞

k=0?
Bevisa att den genererande funktionen av faltningen är produkten

av de genererande funktionerna, alltså att

Fa∗b(x) = Fa(x)Fb(x).

Fråga 5 (5 poäng)

Vi introducerade Catalantalen som att de räknade antalet Dyckstigar
av en viss längd.

Definiera vad en Dyckstig är, och visa att, om dn är antalet Dycksti-
gar av längd 2n, så lyder denna följd Segnerrekursionen

dn+1 =
n

∑
i=0

didn−i

och d0 = 1.

Fråga 6 (5 poäng)

Delfråga a: (3p)
Ge definitioner av följande termer4: 4 Vi har inte gett 100% rigorösa definitio-

ner för varje av dessa termer i kursen –
det räcker att vara lika rigorös som vi
varit i kursen.

1. Graf

2. Träd

3. Ordnat träd

4. Delgraf

5. Etiketterad vs. oetiketterad graf

6. Riktad graf

Delfråga b: (2p)
Hur många distinkta sätt finns det att etikettera grafen i följande

figur? Den har totalt 2n noder.
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Figur 1: En graf för vilken vi skall
räkna antalet sätt att etikettera den.

Fråga 7 (5 poäng)

En k-stjärna i en graf G består av en nod v ∈ G tillsammans med k
stycken av dess grannar.

Figur 2: En k-stjärna, med en central
nod och k stycken noder runt omkring.

Delfråga a: (2p)
Beräkna väntevärdet av antalet k-stjärnor i Erdős-Renyi-grafen Gn,p.

Delfråga b: (3p)
Använd vad du gjorde i förra delfrågan för att bevisa att, om

pn = c
n för något c > 0, så gäller det att

P

(
max

v∈Gn,pn
dv ≥ αn

)
→ 0 när n → ∞

för varje α > 0.

Fråga 8 (5 poäng)

I ett av våra exempel på den probabilistiska metoden visade vi att
varje graf G = (V, E) på ett jämnt antal noder n, med dv < n

2 för alla
v ∈ V, har en uppdelning V = A ⨿ Ac, med |A| = n

2 , sådan att

|E(A, Ac)| ≤ |E|
2

.

Delfråga a: (2p)
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Första delen av vårt bevis av detta var att skapa oss en matchning
av noderna i grafen. Beskriv hur detta gick till.5 5 Namnet på satsen vi använde här är

Diracs sats.Delfråga b: (3p)
Använd matchningen vi skapade i förra delfrågan för att bevisa

satsen.
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Formelsamling

Den tolvfaldiga vägen

Generellt f Injektivt f Surjektivt f

Bägge särskiljbara
Ord ur X av längd n

xn

Permutation ur X av längd n

x!
(x−n)!

Surjektion från N till X

x!{n
x}

Osärskiljbara objekt

Multi-delmängd av X

av storlek n

(n+x−1
n )

Delmängd av X av storlek n

(x
n)

Kompositioner av n

av längd x

(n−1
n−x)

Osärskiljbara lådor

Mängdpartition av N

i ≤ x delar

∑x
k=1 {

n
k}

Mängdpartition av N

i ≤ x delar av storlek 1

1 om n ≤ x, 0 annars

Mängdpartition av N

i x delar

{n
x}

Bägge osärskiljbara
Heltalspartition av n i ≤ x delar

px(n + x)

Sätt att skriva n som

summan av ≤ x ettor

1 om n ≤ x, 0 annars

Heltalspartitioner av n

i x delar

px(n)

Räkneregler för genererande funktioner

Lemma 1 (Räkneregler för genererande funktioner). Antag att vi har en
följd {ak}∞

k=0, med genererande funktion Fa. Då gäller det att

1. För varje j ≥ 1 är

∞

∑
k=j

akxk =

(
∞

∑
k=0

akxk

)
−
(

k=j−1

∑
k=0

akxk

)
= Fa(x)−

k=j−1

∑
k=0

akxk

2. För alla m ≥ 0, l ≥ −m gäller det att

∞

∑
k=m

akxk+l = xl

(
∞

∑
k=m

akxk

)
= xl

(
Fa(x)−

m−1

∑
k=0

akxk

)

3. Det gäller att6 6 Denna räkneregel kan förstås gene-
realiseras till att högre potenser av k
motsvarar högre derivator – och om
vi istället delar med någon potens av
k får vi primitiva funktioner till den
genererande funktionen.

∞

∑
k=0

kakxk =
F′

a(x)
x

.
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Vanliga genererande funktioner

Följd Genererande funktion

(1, 0, 0, . . .) 1

(1, 1, 1, . . .) 1
1−x

ak = 1 om k ≤ n, 0 annars 1−xn+1

1−x

Fixt n, ak = (n
k) (1 + x)n

Fixt n, ak = (n+k−1
k ) 1

(1−x)n

Fibonaccitalen

f0 = f1 = 1, fk+1 = fk + fk−1 för k ≥ 1

1
1−x−x2

Indikatorfunktion för jämna talen

(1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .)

1
1−x2

Catalantalen 1−
√

1−4x
2x

Följd Exponentiell genererande funktion

(1, 0, 0, . . .) 1

(1, 1, 1, . . .) ex

(0!, 1!, 2!, 3!, . . .) 1
1−x

Fixt n, ak =
n!

(n−k)! (1 + x)n

Sannolikhetsteori

Lemma 2. Det gäller för alla händelser A och B att

• per definition är P (A) = ∑ω∈A µ(ω),

• så P (Ac) = 1 − P (A),

• och om A och B har tomt snitt, A ∩ B = ∅, så är P (A ∪ B) = P (A) +

P (B),
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• och om de inte nödvändigtvis har tomt snitt har vi att

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B) .

• P (A ∩ B) = P (A | B)P (B),

• och per definition är A och B oberoende precis när P (A ∩ B) = P (A)P (B).

Lemma 3. Om (Ω, µ) är något sannolikhetsrum, A ⊆ Ω någon händelse,
och X, Y : Ω → R samt Z : Ω → V är slumpvariabler som tar värden i R

och i någon godtycklig mängd V, så gäller att:

1.
E [X] = ∑

x∈X(Ω)

xP (X = x) = ∑
ω∈Ω

X(ω)µ(ω).

2. För alla a, b ∈ R så är

E [aX + bY] = aE [X] + bE [Y] .

Väntevärdet är alltså en linjär funktional.

3.
P (A) = E [1A] .

4. Om X(ω) ≤ C för varje ω, eller ekvivalent om P (X ≤ C) = 1, så är
E [X] ≤ C.

5. Om E [X] = C så finns det åtminstone ett ω sådant att X(ω) ≥ C.

6. Om Z är likformigt fördelad på V så gäller det för varje delmängd W ⊆ V
att

P (Z ∈ W) =
|W|
|V| .
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Lösningsförslag

På de frågor som är mer teori – ge definitioner eller bevis ur kursen
– ges enbart sidhänvisningar till var i anteckningarna lösningen kan
finnas. För övriga frågor ges lösningar.

Fråga 1

Delfråga a:
Höger led är uppenbarligen antalet sätt att välja ut k personer ur en

grupp av m + w personer. Om vi tänker oss att vår grupp av personer
består av m män och w kvinnor kan vi också tänka att vi först väljer
hur många av personerna som skall vara män – j stycken, och j kan
vara mellan 0 och k – och sedan väljer vi j stycken män och k − j
stycken kvinnor. Detta är precis vad som pågår i vänster led.
Delfråga b:

Vänster led är uppenbarligen antalet sätt att välja en grupp på n
personer och en grupp på m personer ur totalt z personer. Notera att
det är okej om grupperna överlappar.

Varför är höger led också det? Låt oss tänka oss att det är totalt z
personer som skall dela en måltid, och de behöver vara n stycken som
lagar maten och m stycken som diskar efteråt.

I höger led väljer de först hur många som skall vara i bägge grup-
perna, och kallar det antalet k – det kan vara mellan 0 och n, eftersom
det ju omöjligen kan vara fler som har bägge rollerna än som lagar
maten. (Vi hade alltså lika gärna kunnat låta summan gå till m, eller
till min n, m.)

När vi väl valt k vet vi att det kommer vara totalt n + m − k perso-
ner som har någon roll. Vi kan välja vilka dessa skall vara på ( z

n+m−k)

sätt.
Sedan skall vi tilldela dessa personer deras roller. Vi skall ha k

stycken som både diskar och lagar mat, n − k stycken som bara lagar
mat, och m − k som bara diskar. Vi kan betrakta denna tilldelning av
roller som ett ord ur alfabetet {bägge, diska, laga} med givna antal av
varje bokstav – och antalet sådana vet vi räknas av multinomialkoeffi-
cienten ( n+m−k

n−k,m−k,k), så vi har visat formeln.

Fråga 2

Den tolvfaldiga vägen diskuteras från sida tre till fem i föreläsning
fyra.
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Fråga 3

Detta är Exempel 5 på sida två i föreläsning fem. Alternativt kan
man göra som i övning fyra på den föreläsningen.

Fråga 4

Detta är Teorem 11 i föreläsning fem, som vi bevisar på sida fem i
den föreläsningen.

Fråga 5

Detta är Lemma 4 på sida två i föreläsning sju.

Fråga 6

Delfråga a:
Definitionerna som efterfrågas är spridda genom föreläsning

åtta. Den term vi inte varit helt rigorösa med är “oetiketterad graf”
– den formella definitionen av detta vore egentligen “isomorfiklass
av grafer”, men eftersom vi inte använt sådan terminologi i kursen
krävs den självklart inte på tentan.7 7 Det här är egentligen samma sak

som hur vi i den tolvfaldiga vägen
inte definierat exakt vad vi menar
med “osärskiljbar” – där är också den
rigorösa definitionen någonting med
gruppverkan och symmetrier och så,
vilket vi skippade.

Delfråga b:
Grafen vi skall etikettera har uppenbarligen en rotationssymmetri.

Vi kan se för varje nod om den är i den inre eller yttre ringen, och
i vilken ordning dess grannar kommer, men vi kan inte referera till
“norra delen” av cirkeln, eller något sådant.

Detta är alltså faktiskt en variant på vårt problem med att placera
personer runt ett runt bord! Vi kan tänka oss det som att vi ska
placera 2n personer runt ett runt bord med bara n platser, så varje
person måste få en annan som sitter i knät.

Så vi börjar med att välja vilka n personer som skall få sitta på en
stol, vilket vi kan göra på (2n

n ) sätt. Sedan placerar vi ut dessa runt
det runda bordet – vi vet från vår tidigare räkning i kursen att detta
kan göras på n!

n = (n − 1)! sätt (varje av de n! permutationerna kan
roteras på n sätt, så vi “dividerar ut symmetrin”). Till slut väljer
vi vems knä varje av de återstående personerna skall sitta i – nu
har vi inte kvar någon symmetri, eftersom personerna i stolarna nu
fungerar som etiketter. Så vi kan göra detta på n! sätt.

Så totalt har vi sett att svaret måste bli(
2n
n

)
(n − 1)!n! =

(2n)!
n!(2n − n)!

(n − 1)!n!

=
(2n)!

n
.
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Fråga 7

Delfråga a:
En k-stjärna består av en central nod v och en mängd T ̸∋ v av k

stycken noder som har en kant till v. Så låt Av,T vara händelsen att v
är centrum i en k-stjärna med T, alltså händelsen att alla kanter {v, w}
för w ∈ T existerar.

Vi kan då räkna att

E [#k − stjärnor] = E

∑
v∈V

∑
T∈(V\v

k )

1{Av,T}


= ∑

v∈V
∑

T∈(V\v
k )

E
[
1{Av,T}

]
= ∑

v∈V
∑

T∈(V\v
k )

P (Av,T)

och eftersom Av,T bara är händelsen att en utpekad mängd av k
stycken kanter existerar, och kanter existerar oberoende av varandra
med sannolikhet p, måste P (Av,T) = pk, så

E [#k − stjärnor] = ∑
v∈V

∑
T∈(V\v

k )

pk

= n
(

n − 1
k

)
pk.

Delfråga b:
Låt oss börja med att observera att händelsen att

max
v

dv ≥ αn

är precis händelsen att det finns en αn-stjärna i grafen. Finns det
en sådan stjärna har så klart dess centrum grad åtminstone αn, och
vice versa, finns det en nod av grad åtminstone αn kan vi ta den som
centrum och αn av dess grannar som en stjärna.

Idén är att vi använder vad vi gjorde i förra räkningen, och ser att
väntevärdet av antalet αn-stjärnor går mot noll, och sedan använder
Markovs olikhet för att få det uppgiften ber om.

Så vi kommer ihåg att p = c
n och vad vi har sett i förra deluppgif-
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ten, och räknar

E [#αn − stjärnor] = n
(

n − 1
αn

)
pαn

= n
(n − 1)(n − 2)(n − αn + 1)

(αn)!

( c
n

)αn

≤ nαn+1

(αn)!

( c
n

)αn

=
ncαn

(αn!)

och att detta uttryck går mot noll ser vi någorlunda enkelt – täljaren
är n · c · c · . . . · c och nämnaren är αn(αn − 1)(αn − 2) . . . 2 · 1, så den
växer betydligt snabbare för varje fixt α.

Markovs olikhet säger oss nu att

P

(
max

v∈Gn,pn
dv ≥ αn

)
= P (#αn − stjärnor > 1 − ϵ)

≤ E [#αn − stjärnor]
1 − ϵ

< E [#αn − stjärnor] → 0

vilket är vad vi ville visa.

Fråga 8

Beviset av detta är Proposition 4, på sidan två av föreläsning 11.
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