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Detta dokument innehaller en samling 6vningar i kombinatorik som
kraver programmering: Vi utforskar alltsd nagra olika saker med hjélp
av stora mangder berdkningar.

Dyckstigar

Ovning 1. Vi borjar med att skriva foljande funktioner:

1.

3.

En som véljer en slumpmissig uppét-hoger-stig fran (0,0) till
(n,n), sd att alla stigar blir lika sannolika.

. En som tar in en samling av stigar fran (0,0) till (1, 1), och sedan

ritar en figur som inkluderar alla stigarna, dar varje stig far en
specificerad farg.>

En som tar in en stig och kontrollerar om den &r en Dyck-stig.

Ovning 2. Anvind er kod for att simulera ett stort antal3 uppat-hoger-
stigar fran (0,0) till (250,250). Rita en figur 6ver alla dessa stigar.
Hur stor andel av dem &r Dyck-stigar? Stimmer den andel ni ser

empiriskt med vad vi teoretiskt forvantar oss?

Ovning 3. Nar n &r stort ar andelen Dyck-stigar véldigt liten, s4 om

vi vill simulera ett stort antal Dyck-stigar for ett stort n blir metoden

dér vi genererar allmidnna uppat-hoger-stigar och forkastar de som

inte holl sig 6ver diagonalen* vildigt ineffektiv.

Skriv en funktion som likformigt slumpmassigt genererar Dyck-

stigar pa ett mer direkt sétt,5 sd att vi kan generera ett stort antal

stigar for de kommande uppgifterna.

Som vi observerade redan i férra Ovningstillfillet s& ar det viktigt

att var kod faktiskt genererar varje stig med samma sannolikhet —

annars blir vara resultat ur simuleringarna meningslosa. Vi kan sa

klart sdkerstilla att var algoritm &r korrekt genom ett matematiskt

bevis for detta, men det utesluter ju inte att vi rakat skriva en buggig

kod som inte korrekt implementerar var algoritm. Sa det dr 4nda

intressant att forsoka empiriskt se om var kod verkar korrekt.

Ovning 4. Vi vet att det finns % (‘;’g) = 9,694, 845 stycken Dyck-stigar
fran (0,0) till (15,15). Anvind er kod for att simulera 50 miljoner
slumpmaéssiga sddana Dyck-stigar.

Eftersom vi slumpmassigt valt ungefar fem ganger sd manga stigar

som det totala antalet, vet vi ju att vi kommer ha valt manga stigar
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> For ett litet antal stigar och ett litet n
bor man nog anvinda en fargpalett med
tydligt distinkta farger, men om bade

n och antalet stigar &r véldigt stort vill
man gora pd ett annat satt.

3 Kanske 10000 eller 100000.

4 Denna metod kallas vanligtvis for
rejection sampling, och &r ofta en bra
metod om sannolikheten att vi hittar ett
objekt av ratt klass inte ar alltfor liten.

5 Uppgiften har &r alltsd minst lika
mycket att komma pd en metod for detta
som att faktiskt implementera den. Sa
ni bor i er 16sning forklara varfor ni
anser att er algoritm borde fungera.
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mer dn en gang. Ridkna, fOr varje stig i ert slumpmassiga urval, hur
ménga ganger ni valde den,® och rita upp ett histogram over hur ofta
varje stig dok upp.

Hur borde ett sddant histogram se ut ifall er kod verkligen valjer
varje stig med samma sannolikhet? Verkar det histogram ni far ut
stamma med vad vi teoretiskt forviantar oss, eller verkar det vara ett
fel pa er kod?7

Ovning 5. Skriv nu en funktion som givet en Dyck-stig raknar ut den
totala ytan under stigen — alltsd den streckade ytan i Figur 1.

Anvind er kod for att, f6r varje n mellan 1 och 100, skatta vad
denna yta i genomsnitt blir, och rita upp en graf 6ver hur den vixer
med 7.

Genererande funktioner

Ovning 6. Lat foliden d,,; ges av attdy; =d1p =1,
dig=dix1+dig2 Vk=3,
samt
k
Ao =Y dy_1,
i=1

forallan >2ochk > 1.
Berikna8
d50000,1010 mod 998244353.

®Med tanke p4 storleken pé var data dr
detta inte ett helt trivialt problem — vélj
gdrna ett smartare satt att gora detta pa
an bara en dubbel-loop genom er data.

7 Ni kan sa klart fortfarande fa poang
hér pé forra uppgiften dven om det
visar sig att histogrammet ni far har

ser galet ut, ifall er algoritm ni valde i
forra uppgiften ser trovardig ut. Antalet
poang pé den hidr deluppgiften beror

sa klart inte alls pa vad ni far ut for
histogram, utan bara pa om ni korrekt
genererar och tolkar det.

Figur 1: En Dyck-stig med ytan under
stigen streckad i rott.

8 Podngen med denna uppgift &r s&
klart att den naiva metoden for att
rékna ut detta skulle ta orimligt mycket
tid, s man behover anvianda nagon
smartare metod for att géra rakningen.
For att hantera de rent algebraiska
bitarna av rakningen med genererande
funktioner kan nog ett lampligt CAS
vara behjilpligt, dessutom.

Det finns antagligen mer dn en majlig
metod, s hér &r tva tips pa mojliga
riktningar: faltningar och multivariata
genererande funktioner. (De senare har vi
inte gétt igenom i kursen, dock.)

Den hir 6vningen ar definitivt svarare
an den forra — sa en partiell 16sning i
vilken man t.ex. bara hittar en genere-
rande funktion kan s klart ge partiella

poang.
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