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Detta dokument innehaller en samling 6vningar i kombinatorik som
kraver programmering: Vi utforskar alltsd nagra olika saker med hjélp
av stora mangder berdkningar.

Trid och Priiferkoder

évning 1. Skriv en funktion som, givet ett trdd,* rdknar ut dess
Priiferkod.

Ovning 2. Skriv en funktion som, givet en Priiferkod, genererar dess
korresponderande trad.

Med dessa funktioner skrivna har vi nu ett naturligt satt att ge-
nerera ett slumpmadssigt trdd pa n noder, genom att generera en
slumpmassig Priiferkod.

Ovning 3. Skriv en funktion som genererar ett slumpmassigt trad pa
n noder med denna metod, och bevisa att denna kommer generera
varje trdd med samma sannolikhet.

Det hir &r inte den enda naturliga metoden for att generera ett
slumpmassigt trad. Lat oss ocksa studera en annan modell for ett
slumpmassigt trad.

Ovning 4. Antag att X ar en slumpvariabel som tar virdet i med
sannolikhet p;, for varje i € Z=0.

Vi skapar oss ett sSlumpmassigt trdd genom att tdnka oss att vi
startar med en individ, som sedan far ett antal barn som dras fran
fordelningen till X. Sedan fér varje av dessa barn ocksé ett antal barn
givet av denna fordelning, oberoende av varandra och sina forfader.

Skriv en funktion som, givet en annan funktion som genererar ett
slumptal,# genererar ett sSlumpmassigt trdd pa detta vis. Ett trdd av
detta slag kallas for ett Galton-Watson-trid.

Ovning 5. Givet ett rotat trad T kan vi kan definiera en slumpvariabel
X genom att slumpmassigt vilja en nod i tradet, och ldta X vara
antalet barn till denna nod.

Generera ett par olika slumpmadssiga trad likformigt, med meto-
den med Priiferkoder, och generera sedan ett Galton-Watson-trad
med hjilp av det X som motsvarar dessa trdd. Rita upp trdden si-
da vid sida. Ser de ut som ungefdr samma trad eller ar de radikalt
annorlunda?
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> Anviand forslagsvis ett fardigt paket for
grafer for att representera ditt trad, sa
att du far funktioner for att plotta din
graf gratis.

3 Har har vi alltsa lite bevis i var pro-
grammering — vilket vél dr naturligt,
om vi vill vara sikra pé att var kod
fungerar.

+Om ni skriver i ett sprdk som varken
har funktioner som forsta klassens
objekt eller pekare till funktioner far
ni nog ta vektorn (po, p1,...) som
argument i stillet.
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Ovning 6. Lat oss definiera ett par olika parametrar for ett trad:

1. Dess gradfiljd (d1,dy, ..., d,) ges av att d; &r antalet grannar till nod
i

2. Dess genomsnittliga grad d dr genomsnittet av antalet grannar hos en
nod i tradet, det vill sigad = 1y d;.

3. Dess maximala och minimala grad &r maximum respektive minimum
av d;.

4. Dess diameter ar det storsta avstandet mellan tva noder i tradet, dar
vi med avstdndet mellan # och v menar att om vi har en f6ljd av
distinkta noder u = vy v vy ...Vx_1 Uy = v sadan att v;_q och v; ar
grannar fOr varje i sa dr avstindet mellan dem k.5

Lat nu X vara en Poissonférdelad slumpvariabel med parameter
%,6 och lat Tgy vara ett Galton-Watson-trdd med X som fordelning
for antalet barn. Lt Tyy,; vara ett likformigt slumpmaéssigt valt trad
pa lika ménga noder som Tgyy.

Simulera dessa par av trdd ett stort antal ganger, och for varje av de
parametrar vi definierade ovan, rita upp ett histogram over dess virde
for de tva olika traden. Inkludera medelvirdet for parametern for de
tva olika trdden i rubriken till histogrammet.

Oberoende miingder i grafer och den giriga algoritmen

I vart bevis av Caro-Weis sats om oberoende méangder i grafer finns
det implicit en algoritm for att hitta en sddan: Vélj en slumpmés-
sig etikettering av grafen, och lat sedan var oberoende méngd vara
méingden av noder som har en ldgre etikett dn alla sina grannar.

Det finns ocksé en relaterad, d&nnu enklare algoritm, den sa kallade
giriga algoritmen: Givet en etikettering av din graf, gd igenom dess
noder i ordning frdn minst till stérst. Varje gang du ser en nod som
inte har ndgra grannar redan i din oberoende mingd, ldagg till noden
du nu &r pa till din oberoende méngd.

Ovning 7. Bevisa att du, ifall du tar din slumpmassiga ordning fran
Caro-Wei-algoritmen och i stéllet kor den giriga algoritmen, alltid
kommer att f4 en oberoende médngd som innehéller den som Caro-Wei
gav dig, men som kan vara storre.

Ovning 8. Implementera dessa bagge algoritmer.

Ovning 9. Vi vet fran foreldsningarna att en Erdés-Rényi-graf G(n, p)
har n noder, och varje majlig kant &r med i grafen oberoende med
sannolikhet p. Skriv en funktion som givet n och p genererar en
sddan slumpmaéssig graf.

51 ett trad finns det ju alltid exakt en
sadan f6ljd, sa att denna definition ar
otvetydig. I en allmén graf menar vi
langden pa den kortaste sadana foljden.

¢ Det vill séga,
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Ovning 10. Generera ett stort antal G (10000, %) -grafer. For

varje av dem, kor Caro-Wei-algoritmen, den giriga algoritmen med
den slumpmassiga ordning ni anvande for Caro-Wei, och den giriga
algoritmen i ordning fran lagst grad till hogst. Kalla storlekarna
pa de oberoende méngderna dessa hittar for acw (G), agy(G), och
2Go(G).

Rita upp ett histogram 6ver varje av dessa treafil(gih rakna ut deras

acw(G)
detta inte 4r samma sak som att rakna ut medelvirdena av de tva

— notera att

medelviarden. Rikna ocksa ut medelviardet av

talen och sedan genomféra divisionen.

Bonus: Inga av dessa algoritmer dr i ndrheten av optimala. Kan ni
komma pa nagon algoritm som presterar battre? Implementera den
och se i praktiken hur mycket storre mangderna den finner blir &n
vad den giriga algoritmen finner.
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