Losningsforslag for tentamen i kombinatorik, 11
mars 2024 - 1MAo020

Vilhelm Agdur*

19 ars 2024

Denna fil ger 16sningar pa uppgifterna i tentan den 11e mars 2024.

Friga 1

Detta dr sats 24 ur foreldsning 2.

Friga 2a)

Vi tanker oss att vi har en grupp av n personer, och vi skall vélja
nagon delgrupp av godtycklig storlek, som skall ha en ledare.

I vinster led tdnker vi oss att vi borjar med att vélja storleken
pé gruppen, och kallar den k. Nér vi har valt storleken viljer vi
specifikt vilka k individer vi skall inkludera, vilket kan goras pa (})
sdtt. Sedan viljer vi en ledare ur gruppen, vilket vi kan gora pa k
satt.

I hoger led tianker vi oss att vi borjar med att vélja en ledare for
gruppen, vilket kan goras pa n sitt, och sedan véljer vi resten av
medlemmarna i gruppen. Dessa dterstdende medlemmar &r en
delmingd till méngden av aterstdende personer, vilka dr n — 1 stycken,
och vi vet att det finns 2"~ delméngder till en miangd med n — 1
element. Alltsd har vi 2"~ val av resten av medlemmarna i gruppen.

Friga 2b)

Vi har n stycken personer som skall hélla en fest — de flesta kan bara
slappa, men k stycken behover hjdlpa till. Av dessa skall tva handla,
tre duka, och resten diska efter festen.

I vinster led véljer vi forst de tva personerna som skall handla,
vilket vi kan gora pé (5) sitt. Sedan har vi n — 2 personer kvar att
vdlja mellan for de tre som skall duka, s& dem kan vi vilja pa ("52)
satt. Till sist skall vi vélja de k — 5 personerna som skall diska bland
de &terstdende n — 5 personerna, vilket vi gor pa (Z:g’) sétt.

I hoger led véljer vi istdllet forst vilka k personer som skall hjdlpa
till alls, vilket kan goras pé (}) sétt. Sedan véljer vi vilka tvé av dessa
som skall handla, vilket gores pa (S) satt, och vilka tre som skall duka,
vilket vi kan gora pa (kgz) satt. Resten far diska.
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Friga 3a)

Definition 1. Om {a; }} , &r ndgon foljd ges dess exponentiella genere-
rande funktion av

EG,Z Zak K

Friga 3b)
Fibonaccitalen {f;}?°, definieras rekursivt av att fo = f; = 1, och

frr2 = frn +fk, vk > 0.

Multiplicerar vi denna likhet med %+ pa bagge sidor, och sedan
summerar detta 6ver alla k for vilken hkheten gdller — det vill sdga
alla k > 0 — s far vi att

Vi observerar nu att
Xk d k1 B 42 xkt+2
K dx(k+1)!  da? (k+2)!

s& om vi anvédnder detta i (1), och observerar att derivatan &r linjédr sa
vi far plocka ut den ur summan, sa far vi att

d k+2 k+1
(ka+2 k+2)> <2fk+l K1) >+kak,

Uttrycken som star inuti derivatorna nu &r ju nédstan exakt den
exponetiella genererande funktionen — férutom att den med and-
raderivatan saknar sin konstanta och linjira term, och den med
forstaderivatan saknar sin konstanta term.

Men vi vet ju att derivatan oavsett skickar just dessa termer pa noll
—sd vi kan lagga till dem utan att 4ndra uttryckets viarde! Alltsa ar
vad vi har sett att

EG}(x) = EGy(x) + EG(x),

s& den differentialekvation som den exponentiella genererande funk-
tionen lyder &r alltsd v/ =y + y.

Vill vi ha randvillkor fér denna differentialekvation kan vi direkt
rakna ut att vi maste ha EG¢(0) = fo = 1 och EG’( )=f=1

Att faktiskt finna en l16sning till denna dlfferentlalekvatlon var inte
en del av uppgiften, och att gora det gav inte mer poang pa tentan.

For den intresserade kan vi d&ndock ndmna att 19sningen &r> 2 Jamfor har Binets formel for Fibonac-

citalen, som ocksa innehallet manga

y ( x) = ¢ %(\f 1)x (( 54+ f ) V5x 45— \/g) rotter ur fem, och det gyllene snittet.

10

2
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Friga4a &b

Se foreldsning 9 och 10.

Friga5a &b

Del a i denna fraga blev lite for vag for att kunna rittas ordentligt, sa
den stroks ur tentan.
Oavsett, se foreldsning 4 for bagge delarna av denna uppgift.

Friga 6a)

En Erd6s-Rényi-graf med parameterar n och p dr en graf pa n no-
der, dér varje mojlig kant &r med med sannolikhet p, oberoende av
varandra.

Vi kan skapa en k-cykel genom att forst vilja en mingd av k styc-
ken noder, och sedan vilja en cyklisk ordning3 av dem. Sa 14t, for
varje mingd A € ([Z]) och varje cyklisk ordning 7, C4  vara hindel-
sen att noderna i A bildar en cykel i ordning 7.

Om vi later X vara antalet k-cykler i var graf har vi alltsa att

X=) 1, 1
A,
sd vi kan med véntevadrdets linjaritet rdkna ut att

E[X]=E

Etfeuy| = TE[e,y] - EPcn
Vi ser enkelt att sannolikheten for varje given héndelse Cy4 , maste
vara precis p¥, eftersom det r exakt k stycken kanter som maste vara
med i grafen for att de noderna skall bilda en cykel i den ordningen.
Vi vet ocksé att det finns (}) sitt att vélja A, och det finns (k —
1)!/2 sitt att vélja 7.4 Alltsd har vi att

B o (n\ (k—=1)! n!
E [X] - ;T]P(CA,T() - (k) 2 Pk - 2k(n _k)!pk'

Friga 6b)

Varning: Tyvérr var det ett fel i denna uppgiften — pastaendet ni
ombeds bevisa &r inte sant! For att pastaendet skall bli sant maste vi
lata k vixa med n med ndgon viss hastighet,> vilket jag missade nér
jag skapade denna uppgiften genom att modifiera en annan tidigare
uppgift. Mea culpa. Nedan ger jag den “16sning” som hade gett
maximal podng pé tentan.

3 Med detta menar vi alltsa ett sitt att
sétta personer runt ett runt bord, dér vi
inte heller kan se skillnad pa medurs
och moturs. Sa vi kan se detta som

en permutation dar vi betraktar 1234
och 2341 som samma, eftersom bordet
ar runt, och ocksa betraktar 1234 och
4321 som samma, eftersom medurs
och moturs ger samma cykel. Tank pa
exemplet tidigt i kursen med att placera
maénniskor kring ett runt bord.

Den har komplikationen med att olika
permutationer kan ge samma cykel var
inte avsedd i uppgiften, utan ar nagot
jag forst insdg under réattningen och nar
jag skulle skriva 16sningsforslagen, sa
inga storre poangavdrag for att missa
den.

4Det finns k! sdtt att vélja en permuta-
tion, men sedan finns det 2k stycken
olika permutationer som motsvarar
varje given cyklisk ordning, genom att
vélja en plats ldngs det runda bordet att
borja skriva permutationen och vilja att
skriva medurs eller moturs.

5 Ovning for den nyfikne: Hur litet
kan vi vélja k(n) i termer av n s att
véantevardet faktiskt gar mot noll?
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Markovs olikhet siger oss att IP (X > 0) < E [X], sa for att visa att
sannolikheten att det finns en k-cykel gar mot noll rdcker det att visa
att vantevardet vi rdknade ut ovan gar mot noll. Om vi stoppar in
p = + i den rakningen far vi att vi vill visa att

k k

T nlc _ n!
w50 2kk(nn — k)l 2k noveo ik (1 — k)1
blir noll.
Tyvérr dr inte detta gransviarde noll. Om man antingen inte note-

rar detta och bara inkorrekt pastér att det blir noll,° eller noterar detta ¢ Kursen handlar ju inte om att rakna
ut grénsvarden, sd att gora fel pd den

och papekar att det ar fel i uppgiften, sa far man full podng pa denna biten ska inte kosta en ndgra poang,

uppgift.

Friga 7

Vi anvédnder var sedvanliga metod, som vi ldrt oss under forelds-
ningarna, och konstaterar att om vi later £/, vara antalet losningar till
ekvationen x; = n under vara begransningar pa de olika variablerna,
gdller det att
b, = (81 * 02 % 03 % 54)71,
sd att
Fy(x) = Fp(x)F (x) Fis (%) Fpa (x),

och vad vi behover rdakna ut dr de genererande funktionerna for dessa
foljder.

Vi borjar med foljden 2 = (1,0,1,0,...), och ser i var formelsam-
ling att Fpo(x) = ﬁ

For foljden ¢! = (0,1,0,1,...) finns det ett stort antal mojliga trick
for att harleda vad den borde vara — det finns en metod i exemplet i
foreldsningarna, sd lat oss anvidnda en annan har. Vi kan observera
att (0,1,0,1,...) = (1,1,1,1,...) — (1,0,1,0,1,...), s& om vi tar gene-
rerande funktioner pa bagge sidor av denna likheten, och anvander
att vi vet att genererande funktionen for bara ettor dr 11—3( och att vi
just sag att genererande funktionen for indikatorfoljden av jamna tal
ar ﬁ, sa far vi att
1 1
T l-x 1-22

For foljden 3 kan vi observera att

(0,0,1,...,1,0,...) = (1,...,1,0,...) — (1,1,0,0,...)
~—— ~——
7 stycken 10 stycken

Fgl (x)

och for foljder av ettor och sedan nollor vet vi ur formelsamlingen vad
deras genererande funktioner dr, sa detta ger oss att
1—x10 1242

1-x 1—-x'

Fpa(x) =
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Slutligen, for foljden ¢4 = (4,4,4,...) sa ser vi att

o o 4

Fu(x) =Y axF =4) »F = ,

k=0 k=0

dér vi dterigen anvént att vi vet genererande funktionen for (1,1,1,...).
S& sammantaget blir vart svar att

inre produkten.

11 1—x10_1—x2 4
1—x 1—2x2 1—x 1—x 1—x/°

Varning: Aven i denna 6vning ar det ett litet fel: Vektorerna man
ombeds betrakta som enhetsvektorer dr sa klart inte det. Vi ger
dndock en 16sning pa denna uppgift med den avsedda metoden, for
att illustrera hur en sa bra 16sning som mojligt hade kunnat se ut.

Vi ges av ledtraden att vi skall anvdnda probabilistiska metoden,
s 14t oss anta att varje #; tar vdardena 1 och —1 med lika sannolikhet
oberoende av varandra, och rikna ut vanteviardet av kvadraten av
normen av den givna summan.

Vi anvander notationen som &ar bekant fran linjar algebra hér, men
samma rakningar hade sa klart gatt att gora utan sddan notation, de
hade bara blivit lite otympligare att skriva och tdnka pa. Specifikt
anvénder vi oss av att ||v||* = (v, ), och linjdritet hos vintevirdet och

2

i0i =E

] M:

vz,Zm 11

I det hir steget har vi alltsd reducerat problemet med att studera
normen for den hir summan av plus och minus véra vektorer till att
bara studera viantevardet av produkterna av véra 7;. Nyckelinsikten
har dr att E [7;5] = 0 om i # j, och E [#?] = 1 for varje i. S& vi kan
fortsédtta rakningen ovan genom att skriva

2 n n
il | =Y Y E [minj] (vi,0p)

i=1j=1

quz Z ”vzH

I
M:

I
—
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sd alltsa maste det enligt vart vanliga argument om att vantevirdet
inte dr storre dn varje mojligt utfall finnas ett deterministiskt val av #;
sddant att

n 2 n 5
Y nwil <Y il
i=1 i=1

och tar vi roten ur detta far vi att
d 2
</ llwill® (2)
i=1

n
Z 1iv;
i=1
Hade vara vektorer v; faktiskt varit enhetsvektorer, sdisom vi inkor-

rekt pastod i formuleringen av uppgiften, hade hoger led i denna
olikhet varit precis /1, vilket dr vad uppgiften gav oss. Nu fér vi
istdllet noja oss med det aningen mindre vackra uttrycket i (2).
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