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Vilhelm Agdur*

15 Mars 2023

Denna fil ger 16sningar pa uppgifterna i tentan den 15de mars 2023.

Losningsforslag till tentan

Friga 1, del a

Vi vill se varfor denna formel for f, ; raknar etiketterade skogar med
n noder pa k trad. Vill vi skapa oss en sddan skog sa borjar vi med
att bestimma hur manga noder varje trad skall innehalla — vi sdger att
trdad ett har nq noder, trad tva har n, noder, och sa vidare.

Sedan fordelar vi ut de n etiketterna i dessa k olika hogar, sa att

" ) sitt.
112,00, 1
Sedan viljer vi, for varje hog av etiketter, vilket trdd med dessa

varje hog far ratt antal etiketter — detta kan goras pa (

etiketter vi vill ha. Cayleys formel ger oss att detta kan, for varje trad,
goras pa n?i_z satt, sa multiplikationsprincipen ger oss att vi kan

-2 np—2 ng—2

vilja var skog pa nj! Tny? " ..om k7 sitt.

Hittills 4r formeln vi har sett

n -2 py— -2
Z < )n’l11 ny? 2...nZ" :
niy,ny,..., Ny nll n2l cccy nk

n;>1
ny+ny+...+n=n
men det finns ett problem med hur vi raknat hittills — vi har pratat
om “det forsta tradet”, “det andra trddet”, och sd vidare, men traden
skall ju inte ha etiketter, bara de enskilda noderna. Sa vi behover
dividera med antalet sitt att sétta etiketter pd traden, vilket &r k!, och
da far vi exakt den formel uppgiften bad oss om.

Friga 1, del b

Vi borjar med att bekréfta att randvillkoren géller. Att ¢, dr 1 for alla
n dr enkelt att se, eftersom det ju bara finns en enda skog med lika
manga trdd som noder — det dr grafen utan kanter pd n noder. Att
ty0 = 0 foljer av att varje nod maste tillhora nagot trad, sd vi kan inte
ha noll trad. Attt,, = 0 om n < k foljer av att varje trdd maste ha
atminstone en nod, si vi kan inte ha fler trdd dn noder.

Lat oss nu bevisa rekursionen: Antag att vi vill konstruera en skog
pé n noder och k trad. Vi kan antingen gora detta genom att ta en
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skog pa lika manga trdd men en nod férre, och sedan ldgga till var
nya nod till ett av trdden, eller ta en skog pa en nod och ett trdd farre,
och ldgga till var nya nod som ett nytt trdd pd en enda nod.

I det tidigare fallet kommer véar nya nod ha etikett 7, alltsd hogre
&n varje nod som redan var i tradet — sd vi maste ldgga till den som
ett 16v, eftersom etiketteringen annars inte vore 6kande. Men vi
kan lagga till den som barn till vilken som helst av de n — 1 redan
existerande noderna.

I det senare fallet kan vi uppenbarligen bara gora pa ett enda sétt —
och ett trdd pa en enda nod har trivialt en 6kande etikettering.

Alltsa &r det totala antalet satt att skapa var skog

(n =Dty 1p+ta1k-1

och vi har bevisat rekursionen.

Friga 2

Denna tabell, med tolkningar av problemen i termer av lador och
bollar, aterfinns i foreldsning 4.

Friga 3
Vi anvéander vér vanliga metod for att 16sa detta problemet: Lat
® g, vara antalet heltalslosningar pa ekvationen x; = n,

® b, vara antalet heltalslosningar pé ekvationen x, = n, ddr vi kraver
att x, dr jamnt,

* ¢, vara antalet heltalslosningar pa ekvationen x3 = 1, med 2 < x <
50,

® och d, vara antalet heltalslosningar pa ekvationen x4 = n, dar x4
kan ha fyra olika fdarger om det ar delbart med tre, och tva olika
fdrger annars.

Vi ser enkelt att dessa foljder dar
a=(1,1,11,...), b=(1,0,1,0,1,...),

¢c=(0,0,1,...,1,0,0,...), och d=(4224,2242.2,4,...),
N——
t.o.m. 50
och vi vill finna deras genererande funktioner.
Formelsamlingen ger oss direkt att

1 1
Fg(x) - 7){ OCh Fb(x) = m
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For ¢ kan vi observera att

c=(1,11...,1,0,0,...) - (1,1,0,0,...
( )= ( )

| S—

51 stycken

Formelsamlingen ger oss att genererande funktionen for forsta foljden

i hogerled hér ar 1’1"_5 ?:l , och genererande funktionen fér den andra
dr uppenbarligen 1 + x, sa
1 — x50+1
F.(x) = T —1—x

Slutligen, for d, kan vi observera att
d=2(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,...) +2(1,1,1,1,...)

sd vad vi behover gora ar att finna genererande funktionen for e =
(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,...), indikatorfunktionen av tal delbara med tre.
Vi kan rakna

Fe(x) = Z ]l{3|k}xk
k=0
o
k=0
= 1
— 3\k _

dér vi i sista ledet kdnde igen genererande funktionen for (1,1,1,...).
Alltsa &ar
Fy(x) = ZL -i-ZL.
1—x3  "1-x
Vi vet att antalet 16sningar till ekvationen vi studerar ges av falt-

ningen av dessa fyra foljder, s&

Fi(x) = Faupresa(x) = Fa(x)Fy(x) Fe(x) Fy(x)
—X51
i) b))\ V) B e = )
(=) (=) ( ) (222

Friga 4, del a

Vi vill se att dessa figurer &r i bijektion med parentetiseringar av
uttryck, vilka vi redan vet rdknas av Catalantalen. Sa vad vi gor dr
helt enkelt att ersitta varje start av en bage med en startparentes, och
varje slut av en bage med en slutparentes. I motsatt riktning, for att fa
bagar av parentetiseringar, sa ritar vi helt enkelt en bage som kopplar
ihop varje matchande par av parenteser. Att detta ger en bijektion &r
tydligt om man studerar figuren.
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Friga 4, del b

Vi visar att dessa objekt uppfyller Segnerrekursionen. For att visa
detta racker det att visa hur varje objekt bestar av tva mindre objekt
av samma typ.

Vad vi gor dr helt enkelt att vi suddar bdgen som kopplar ihop den
forsta och sista punkten, och studerar vad som &terstar. Vi havdar
att det alltid kommer finnas tvd sammanhidngande komponenter, en
som innehaller den forsta punkten, och en som innehdller den sista.
For om dessa fortfarande hangde ihop hade vi antingen behovt ha en
punkt med bagar som gar ut at bagge hallen, eller tva korsande bagar.

Dessa tva komponenter kommer uppfylla alla vara krav, eftersom
de var bitar i vart originalobjekt. Alltsa dr dessa de tva mindre objek-
ten av vilka det storre bestod, sa vi har visat att de lyder rekursionen,?
och alltsa rdknas av Catalantalen.

Friga 5

Detta ar forsta delen av foreldsning atta.

Friga 6

Detta dr andra delen av foreldsning &tta.

Friga 7

Detta ar Teorem 12 i foreldsning tio.

Friga 8, del a

Varje méngd A € ([’;]) av tre noder dr en potentiell triangel — 1at T4
vara hdndelsen att A faktiskt dr en triangel, alltsa att alla tre kanterna
existerar.

Vi ser enkelt att IP (T4) = p? for varje A, eftersom det ér tre kanter
som skall vara med, och var och en existerar oberoende med sannolik-
het p.

Nu kan vi, med hjilp av vantevardets linjdritet och att vantevarden
av indikatorfunktioner dr sannolikheter, berdkna att

E [#trianglar] = E | ) Lir,y
AG([g])

= ) P(Ta)= <131>P3-

Ae([g])

2 Hér kan man fylla i mer detaljer, men
det vésentliga &r vad vi gjorde ovan.



LOSNINGSFORSLAG FOR TENTAMEN I KOMBINATORIK, 15 MARS 2023 - IMAO20 5

Friga 8, del b

Lat X vara antalet trianglar i var slumpgraf — i férra deluppgiften sag
viatt E[X] = (5)p°.

Om vi ldter 7 > 0 vara litet kan vi, med hjalp av Markovs olikhet,
rakna att

P(X>0)=1DP(
E [

men vi vet att p < n—(1+€) g3

n3p® = (nn~ 043 = 173 50 nirn — oo

vilket ger oss resultatet.
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