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Denna fil ger 16sningar pa uppgifterna i tentan den 20de mars 2025.

Friga 1

Den enklaste 16sningen pa denna uppgift anviander den probabi-
listiska metoden, och fargar varje nod i grafen rod eller bla med
sannolikhet 1/2. Da ser vi att sannolikheten att en viss given kant
blir monokromatisk blir 2!, eftersom den blir enbart rod med sanno-
likhet 27 och enbart bld med sannolikhet 2.

Alltsa, om vi later, for varje e € E, X, vara handelsen att kanten
e &r monokromatisk sa blir hiandelsen att var fargning har en mono-
kromatisk kant (J,cg X.. Sa alltsa far vi, med en unionsbegransning,
att

IP (Det finns en monokromatisk kant) = IP ( U Xg>
ecE

<) P(X)

ecE

— 2 2171{

ecE
= |E|2'k.

< 2k1 83 |E|217F <
= 1. Alltsa dr sannolikheten att var fargning har en mono-

Men enligt var hypotes i uppgiften ar |E
2k—171-k

kromatisk kant mindre 4n 1, vilket betyder att det finns en fargning
som inte har ndgon monokromatisk kant, vilket dr vad vi ville visa.
Man hade ockséd kunnat formulera detta bevis i termer av att rdkna
fargningar, och appellera till ndgon variant av ladprincipen istallet for
unionsbegransningen, men det argumentet vore mer invecklat. Den
avsedda losningen var probabilistisk, att man skall kdnna igen att vi
kan bevisa existens av en fargning med en viss egenskap genom att
rikna pd sannolikheten att en slumpmaéssig fargning har egenskapen.

Friga 2

Vi ombeds bevisa foljande sats:? 2 Det var ett fel i uppgiften sdésom den
trycktes i tentan — specifikt saknades

Teorem 1 (Erdss, 1964). Det finns en k-uniform hypergraf G pd n noder faktorn av m i formeln i antagandet. Se

anslaget pa Studium for hur detta paver-
kade rattningen och betygsattningen.
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och m kanter som inte dr tvd-firgningsbar nirhelst

200
2 (1 m (@ ><1.

Vi anvander den probabilistiska metoden i tva steg. Vi borjar med
att tdnka att vi har en viss fix fargning o : [n] — {r6d,bla} av ming-

den [n], och viljer en slumpmissig k-uniform hypergraf G = ([n], E)
pa m kanter genom att vélja varje kant likformigt slumpmaéssigt.

Om var fargning har r roda noder och b bla noder ser vi da att det
finns precis ([) + (}) sétt att vilja en monokromatisk kant, av totalt (})
mojliga satt att valja en kant. Sa sannolikheten att en slumpmassig
kant &r monokromatisk &r

och (sdsom ledtrdden angav) vet vi att binomialkoefficienter dr en
konvex funktion, s alltsa har vi for varje slumpmassig kant e att

2')
P (e & monokromatisk under f) > (nk) .
k
Om vi nu later X, ; vara just héndelsen att kanten ¢ & monokroma-
tisk under fargningen f,3 sa ar fargningen f en proper fargning av G > Notera att héir &r det e som &r slump-
om X, ¢ inte intréffar for nagot e. Sa kan vi rakna att massig och f som ar fix, inte tvartom.

(o
IP (f &r en proper fargning av G) = P (ﬂ ngc) =P ((U Xe,f> >
e e

Hittills har vi resonerat om en enda fargning, men vad vi vill
ha &r ju ett resultat for alla fargningar — att bara bevisa att det finns
en fargning av G som har en monokromatisk kant vore ju inte sa
intressant.# S& om vi nu later Yy vara hindelsen att f &r en proper 4 Det 4r ju alltid sant - bara farga alla
fargning av G, sa blir hdndelsen att G &r tva-fargningsbar precis noder samma farg.
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unionen av Yy over alla fargningar f, sd alltsa far vi att

IP (G &r tva-fargningsbar) =P | | | Ys
f

< ;119 (Yf)
=L (1 B mz(%;))
I k

e _mz(nICZ)
-2 (1 ) )

och enligt vart antagande dr detta mindre &n 1, sa alltsd finns det

ett G sadant att inget f &dr en proper fargning av G, alltsa &dr G inte
tva-fargningsbar, vilket dr vad vi ville visa.

Friga 3

Detta dar Lemma 10 i féreldsning 6.

Friga 4

Detta dr Teorem 8 i foreldsning 3.

Friga 5

Detta dr Exempel 5 i féreldsning 5.

Friga 6

Detta dr Teorem 6 i foreldsning 4.

Friga 7

Del ett: Tank att vi har ett parti med n stycken medlemmar och

skall vélja en kommitte av k personer med en ordforande. Antingen
kan vi forst vilja kommitten, vilket kan goras pé () sétt, och sedan
vdlja ordforanden ur kommitten, vilket kan goras pa k satt, for totalt
k() sdtt att véilja kommitte och ordférande. Eller sa véljer vi forst
ordforanden, vilket kan goras pa n sétt, och sedan véljer vi de 6vriga
medlemmarna i kommitteen, vilket kan goras pa (Zj) sétt, for totalt
n(1~1) satt att vilja kommitte och ordférande. Alltsa ar k(}) = n({ 7).

IMAO20 3
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Del tvd: Nu har vart parti moderniserat sitt ledarskap, och skall

ha ett delat ordférandeskap av tva personer, sa vi skall nu vilja en
kommitte av k personer med tvéd ordféranden. Antingen kan vi
forst vilja kommitten, vilket kan goras pé (}) sitt, och sedan vilja
ordférandena ur kommitten, vilket kan goras pa (5) sétt, for totalt
(g) (}) sétt att vilja kommitte och ordféranden. Eller sa viljer vi forst
ordforandena, vilket kan goras pé (5) sétt, och sedan véljer vi de
ovriga medlemmarna i kommitteen, vilket kan goras pa (Z:%) sétt,
for totalt (3)(7~3) sitt att vélja kommitte och ordforanden. Alltsd ar

(2 = ()2

Del tre: 1 vénster led skall vi férdela ut n + 1 personer runt k osér-
skiljbara runda bord, dar det enda som spelar roll &r vem man har
som bordsgranne, och varje bord méste ha minst en person runt sig.
Lat oss se varfor ocksa hoger led rdaknar detta. Vi tdnker oss att n
personer redan satt sig runt borden. Antingen har de satt sig runt
k — 1 bord, vilket de kan ha gjort pé [.",] sdtt, och d& maste den sista
personen sitta sig vid det tomma bordet. Eller sd har de n personerna
satt sig runt alla k borden, vilket de kan ha gjort pa [}] sitt, i vilket
fall den sista personen kan vélja vem som helst av de n personerna
att sitta sig till hoger om, s& detta kan ske pa totalt n[;] sitt. Sa ocksa
hoger led réknar samma sak, och alltsa ar [*/1] = ["] + n[}].

Friga 8

Antag att vdr mangd S innehaller talen x1, xo, ..., x,, 1. For varje
av dessa tal kan vi skriva x; = 2%im;, dar m; ér ett udda tal och k;
ar ett heltal. Eftersom x; < 2n s maste m; vara ett tal i méangden
{1,3,5,...,2n — 1}, sa det finns bara n mojliga virden for m;.

Eftersom S har n + 1 element, foljer det av lddprincipen att det
finns tvd tal x; och x; sd att m; = m;. Lat oss vilja i och j sddana att
ki < k; (s att x; < x;). D& kan vi skriva

xj = 28m; = 287K (2Fimy) = 2 hi

sa att ‘
Xj — okj—ki
Xi !

och eftersom k]- —k; > 1ar 2ki—ki ott heltal, sa att x; delar Xj.
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