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Denna fil ger lösningar på uppgifterna i tentan den 20de mars 2025.

Fråga 1

Den enklaste lösningen på denna uppgift använder den probabi-
listiska metoden, och färgar varje nod i grafen röd eller blå med
sannolikhet 1/2. Då ser vi att sannolikheten att en viss given kant
blir monokromatisk blir 21−k, eftersom den blir enbart röd med sanno-
likhet 2−k och enbart blå med sannolikhet 2−k.

Alltså, om vi låter, för varje e ∈ E, Xe vara händelsen att kanten
e är monokromatisk så blir händelsen att vår färgning har en mono-
kromatisk kant

⋃
e∈E Xe. Så alltså får vi, med en unionsbegränsning,

att

P (Det finns en monokromatisk kant) = P

(⋃
e∈E

Xe

)
≤ ∑

e∈E
P (Xe)

= ∑
e∈E

21−k

= |E|21−k.

Men enligt vår hypotes i uppgiften är |E| < 2k−1, så |E|21−k <

2k−121−k = 1. Alltså är sannolikheten att vår färgning har en mono-
kromatisk kant mindre än 1, vilket betyder att det finns en färgning
som inte har någon monokromatisk kant, vilket är vad vi ville visa.

Man hade också kunnat formulera detta bevis i termer av att räkna
färgningar, och appellera till någon variant av lådprincipen istället för
unionsbegränsningen, men det argumentet vore mer invecklat. Den
avsedda lösningen var probabilistisk, att man skall känna igen att vi
kan bevisa existens av en färgning med en viss egenskap genom att
räkna på sannolikheten att en slumpmässig färgning har egenskapen.

Fråga 2

Vi ombeds bevisa följande sats:2 2 Det var ett fel i uppgiften såsom den
trycktes i tentan – specifikt saknades
faktorn av m i formeln i antagandet. Se
anslaget på Studium för hur detta påver-
kade rättningen och betygsättningen.

Teorem 1 (Erdős, 1964). Det finns en k-uniform hypergraf G på n noder
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och m kanter som inte är två-färgningsbar närhelst

2n

(
1 − m

2(n/2
k )

(n
k)

)
< 1.

Vi använder den probabilistiska metoden i två steg. Vi börjar med
att tänka att vi har en viss fix färgning σ : [n] → {röd, blå} av mäng-
den [n], och väljer en slumpmässig k-uniform hypergraf G = ([n], E)
på m kanter genom att välja varje kant likformigt slumpmässigt.

Om vår färgning har r röda noder och b blå noder ser vi då att det
finns precis (r

k) + (b
k) sätt att välja en monokromatisk kant, av totalt (n

k)

möjliga sätt att välja en kant. Så sannolikheten att en slumpmässig
kant är monokromatisk är

(r
k) + (b

k)

(n
k)

,

och (såsom ledtråden angav) vet vi att binomialkoefficienter är en
konvex funktion, så alltså har vi för varje slumpmässig kant e att

P (e är monokromatisk under f ) ≥
2(n/2

k )

(n
k)

.

Om vi nu låter Xe, f vara just händelsen att kanten e är monokroma-
tisk under färgningen f ,3 så är färgningen f en proper färgning av G 3 Notera att här är det e som är slump-

mässig och f som är fix, inte tvårtom.om Xe, f inte inträffar för något e. Så kan vi räkna att

P ( f är en proper färgning av G) = P

(⋂
e

Xc
e, f

)
= P

((⋃
e

Xe, f

)c)

= 1 − P

(⋃
e

Xe, f

)
≥ 1 − ∑

e
P
(

Xe, f

)
≥ 1 − ∑

e

2(n/2
k )

(n
k)

= 1 − m
2(n/2

k )

(n
k)

.

Hittills har vi resonerat om en enda färgning, men vad vi vill
ha är ju ett resultat för alla färgningar – att bara bevisa att det finns
en färgning av G som har en monokromatisk kant vore ju inte så
intressant.4 Så om vi nu låter Yf vara händelsen att f är en proper 4 Det är ju alltid sant – bara färga alla

noder samma färg.färgning av G, så blir händelsen att G är två-färgningsbar precis
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unionen av Yf över alla färgningar f , så alltså får vi att

P (G är två-färgningsbar) = P

⋃
f

Yf


≤ ∑

f
P
(

Yf

)

≤ ∑
f

(
1 − m

2(n/2
k )

(n
k)

)

= 2n

(
1 − m

2(n/2
k )

(n
k)

)
,

och enligt vårt antagande är detta mindre än 1, så alltså finns det
ett G sådant att inget f är en proper färgning av G, alltså är G inte
två-färgningsbar, vilket är vad vi ville visa.

Fråga 3

Detta är Lemma 10 i föreläsning 6.

Fråga 4

Detta är Teorem 8 i föreläsning 3.

Fråga 5

Detta är Exempel 5 i föreläsning 5.

Fråga 6

Detta är Teorem 6 i föreläsning 4.

Fråga 7

Del ett: Tänk att vi har ett parti med n stycken medlemmar och
skall välja en kommitte av k personer med en ordförande. Antingen
kan vi först välja kommitten, vilket kan göras på (n

k) sätt, och sedan
välja ordföranden ur kommitten, vilket kan göras på k sätt, för totalt
k(n

k) sätt att välja kommitte och ordförande. Eller så väljer vi först
ordföranden, vilket kan göras på n sätt, och sedan väljer vi de övriga
medlemmarna i kommitteen, vilket kan göras på (n−1

k−1) sätt, för totalt
n(n−1

k−1) sätt att välja kommitte och ordförande. Alltså är k(n
k) = n(n−1

k−1).
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Del två: Nu har vårt parti moderniserat sitt ledarskap, och skall
ha ett delat ordförandeskap av två personer, så vi skall nu välja en
kommitte av k personer med två ordföranden. Antingen kan vi
först välja kommitten, vilket kan göras på (n

k) sätt, och sedan välja
ordförandena ur kommitten, vilket kan göras på (k

2) sätt, för totalt
(k

2)(
n
k) sätt att välja kommitte och ordföranden. Eller så väljer vi först

ordförandena, vilket kan göras på (n
2) sätt, och sedan väljer vi de

övriga medlemmarna i kommitteen, vilket kan göras på (n−2
k−2) sätt,

för totalt (n
2)(

n−2
k−2) sätt att välja kommitte och ordföranden. Alltså är

(k
2)(

n
k) = (n

2)(
n−2
k−2).

Del tre: I vänster led skall vi fördela ut n + 1 personer runt k osär-
skiljbara runda bord, där det enda som spelar roll är vem man har
som bordsgranne, och varje bord måste ha minst en person runt sig.

Låt oss se varför också höger led räknar detta. Vi tänker oss att n
personer redan satt sig runt borden. Antingen har de satt sig runt
k − 1 bord, vilket de kan ha gjort på [ n

k−1] sätt, och då måste den sista
personen sätta sig vid det tomma bordet. Eller så har de n personerna
satt sig runt alla k borden, vilket de kan ha gjort på [nk] sätt, i vilket
fall den sista personen kan välja vem som helst av de n personerna
att sätta sig till höger om, så detta kan ske på totalt n[nk] sätt. Så också
höger led räknar samma sak, och alltså är [n+1

k ] = [ n
k−1] + n[nk].

Fråga 8

Antag att vår mängd S innehåller talen x1, x2, . . . , xn+1. För varje
av dessa tal kan vi skriva xi = 2ki mi, där mi är ett udda tal och ki

är ett heltal. Eftersom xi ≤ 2n så måste mi vara ett tal i mängden
{1, 3, 5, . . . , 2n − 1}, så det finns bara n möjliga värden för mi.

Eftersom S har n + 1 element, följer det av lådprincipen att det
finns två tal xi och xj så att mi = mj. Låt oss välja i och j sådana att
ki < k j (så att xi < xj). Då kan vi skriva

xj = 2kj mj = 2kj−ki · (2ki mi) = 2kj−ki · xi,

så att xj

xi
= 2kj−ki ,

och eftersom k j − ki ≥ 1 är 2kj−ki ett heltal, så att xi delar xj.
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