Losningsforslag for tentamen i kombinatorik, 15
Mars 2023 - 1MAo20

Vilhelm Agdur*

15 Mars 2023

Denna fil ger 16sningar pa uppgifterna i modelltentan for kursen.

Friga 1a

Vi tolkar hoger led som att vi har en grupp av m + w personer, och vi
skall vilja en samling av k av dessa.

Vanster led tolkar vi som att m av dessa personer d&r mén och w
av dessa personer ar kvinnor. For att vélja totalt k personer kan vi
borja med att vélja hur manga skall vara mén, och kalla detta antal
for j, vilket kan vara mellan 0 och k. Sedan skall vi alltsd valja j mén,
av totalt m, och k — j kvinnor, av totalt w, for att bilda var grupp av
j+k —j =k personer.

Friga 1b

Vi tolkar vénster led som att vi har en grupp av z barn, och n av dessa
skall fa en glass, och m skall fa en godispase. Det dr mojligt att ndgot
av barnen far bade och — vi gor tva separata val for att vélja gruppen
som far glass och gruppen som far godis, sdledes multiplikationen.

I hoger led tanker vi oss att vi véljer antalet barn som skall fa bade
en glass och godis, och kallar detta antal for k. k kan variera fritt
mellan k = 0, alltsa inget barn far bade och, till k = #, alltsa att varje
barn som far glass ocksa far godis.>

Har vi vél valt hur manga som skall fa bégge, vet vi att det maste
vara totalt n 4+ m — k barn som far ndgonting, och av dessa maste n — k
barn fa enbart glass och m — k barn enbart godis. Sa vi kan boérja med
att vélja vilka barn som far nagonting, vilket kan géras pa (,,,,,_x)
sétt, och sedan fordela ut de tre rollerna “enbart glass”, “enbart
godis”, och “béde glass och godis” mellan dessa barn, och antalet

sdtt att gora detta pa raknas av multinomialkoefficienten (, "*}" K -

Friga 2

Se anteckningarna for forelasning fyra.

*vilhelm.agdur@math.uu.se

> Notera hér att vi lika gérna hade
kunnat vélja m som vart 6vre summe-
ringsindex, eller minn, m.
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Friga 3

Detta gor vi i foreldsning fem, dels pa ett sétt i sjdlva foreldsningen,
och sedan pa ett annat sétt i en av 6vningarna till foreldsningen.

Friga 4

Se anteckningarna for foreldsning fem.

Friga 5

Se anteckningarna for foreldsning sju.

Friga 6a

Se anteckningarna for foreldsning atta.

Friga 6b

For att skapa oss en etikettering av denna graf kan vi tdnka oss att vi
2n
n

skall st pa etiketterna for denna inre cirkel.

borjar med den inre cirkeln. Det finns (7) sitt att valja vilka tal som

Pa grund av rotationssymmetrin ar antalet sitt att placera ut etiket-
terna pa denna inre cirkel precis samma som antalet sitt att placera
ut personer runt ett runt bord, vilket ju &r ett problem vi studerade
i forsta foreldsningen, och konstaterade att det kan goras pa (n — 1)!
satt.

Har vi vél valt en etikettering pa den inre cirkeln &r alla de yttre
platserna sédrskiljbara — vi kan se skillnad pa dem genom att se skill-
nad pa etiketterna hos noden i den inre cirkeln som de kopplar till.
Alltsa dr alla olika satt att placera ut etiketter sérskiljbara, och det
finns n! sitt att gora detta pa.

Sa svaret vi fér blir alltsa

<2n) (n—1)n! = Ei’;)lnln! _ (Zn)!'

n

Friga 7a)

Lat G = ([n], E) vara var graf. For varje nod v och varje mingd

A€ ([Z]) av k stycken noder, 1at S, 4 vara hdndelsen att noden v har

en kant till varje nod i A, s att dessa tillsammans bildar en k-stjarna.
Det ar tydligt att IP (S, 4) = p! for varje (v, A), eftersom vad vi

kraver &r precis att k stycken kanter skall vara ndrvarande, och kanter

ar ndrvarande oberoende av varandra i en Erd6s-Rényi-graf.
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Om X} dr antalet k-stjarnor i G kan vi alltsa rdkna att

EX]=FE|) ) g 0
)

veV AE(V\};{v}

=Y L

veV AE(V\I;{U})

n—1
Lz )
VEV e (V\Ph

P (Sy,4)

Friga 7b

Om det finns ndgon nod v vars grad ar at minstone k kan vi vilja den
noden som mitten i var stjarna och k stycken av dess grannar som
l6ven i stjarnan. Alltsa ar hidndelsen att max, ¢, do > k precis samma
handelse som att X; > 0.3

S& med hjdlp av Markovs olikhet och vad vi gjorde i forra delen av
uppgiften kan vi rdkna att4

P <max dy > om) =P (Xﬂxﬂ > 0)

veV
n—1 o
<E [XW} - n<W])p( 1.

Sa vad vi har att visa ar alltsa att

n—1
lim n< )p(””ﬂ =0
n—so0 Mn]
om p = & for ndgot ¢ > 0.
For att rakna ut detta gransvarde> anviander vi oss av att

n—1 n—1)...(n—(n—(k—1))) _n*
( k )Z k! S

Med denna rdkning i handen ser vi att

()7 =1 () ()

, nlen ( c ) [an]

(Tan])!
_ CM”W
~ (Jan])!
n clan]—1
= Tan] ([an] — 1)
¢ clanl-1

SEW—)O

3 Denna uppgift har dykt upp pa en

av omtentorna — dé hade den just

detta steg inkluderat i formuleringen
av fragan, sd man bara behovde gora
a-delen och resten av rdkningen i denna
del.

4 Notera hir att vi behover hantera den
lilla detaljen att an kanske inte ar ett
heltal genom att avrunda — eftersom sé
klart d, ocksa enbart tar heltalsvirden
ar detta inget faktiskt problem.

5 Kursen handlar ju om kombinatorik,
inte om att rakna ut gransvérden, sa
pa en riktig tenta hade man inte fatt
mycket om nagot avdrag pa sin 16sning
om man var véldigt kort i det har
steget, eller inte hittade ratt sétt att 16sa
gransvardet alls.

Att hitta detta sitt att berdkna gréans-
vérdet &r varken litt eller ndgot som
forvantas pd en tenta — men inkluderat
ilosningsforslaget for att det skall vara
fullstandigt.
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Att detta uttryck faktiskt gar mot noll foljer av standardgransvardet

Friga 8

Detta dr forsta satsen i foreldsning 11.
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