Tentamen i kombinatorik, 15 Mars 2023 - 1MAo20
Vilhelm Agdur*

15 mars 2023
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Friga 1 (5 poing)

Lat, for varje n och ki IN, f, ; vara antalet etiketterade skogar pa n
noder bestaende av k stycken trad.

Delfraga a: (2p) Anvand vad du vet om multinomialkoefficienter
och Cayleys formel for att forklara varfor

1 ( n > ni—2 _ -

— 1 ng—2 Ny 2

fnk = E n n 7 .
k! ; ny,no, ..., ng) - 2 k

nq,ny,...,.n
111‘21
nytnp+..+n=n

Delfraga b: (3p) Vi sédger att ett etiketterat trad har dkande etiketter
ifall varje nod far en etikett som &r storre dn sin fordlder.

Lat t,, ; vara antalet etiketterade skogar pa n noder bestdende av
k stycken trad, dar etiketteringen dr ckande. Ge ett kombinatoriskt
bevis for att dessa ges av rekursionen

tue = (n =Dty + 151
med randvillkor

thn =1Vn>1, t,0=0Vn>1, t,p=0o0ommn <k

Friga 2 (5 poing)

Vi ritade en tre-ganger-fyra-tabell av olika rakneproblem i kursen,
som vi kallade for den tolvfaldiga viagen. I formelsamlingen ni fatt
med denna tenta finns den med — men bara med formlerna, namnen
pé problemen &r borttagna och namnen pa rader och kolumner har
ersatts med lorem ipsum.

Delfraga a: (2.5p) Rita upp denna tabell med korrekta etiketter pa
rader och kolumner. For de celler i formelsamlingens tabell dér for-
meln ar rod ska du ocksa skriva i namnet vi gett detta rakneproblem
i din tabell.

Delfraga b: (2.5p) Forklara, for alla problemen i forsta raden, det
mellersta i andra raden, och det sista i tredje raden, varfor det pro-
blemet hor hemma i den cellen. Du behover inte bevisa att formeln
for problemet stimmer, bara motivera varfor problemet hor hemma i

' Jag kommer besoka tentasalen for

att svara pa fragor cirka 15:30. Om ni
behover nd mig for fragor utanfor den
tiden kan ni na mig pa vilhelm.agdur@
math.uu.se eller per telefon pa 072-373
32 90.
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Figur 1: Tva stycken etiketterade

trad - det till vanster har en 6kande
etikettering, det till hoger har det inte.
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just den cellen — alltsd varfor den kombinationen av rad och kolumn
motsvarar det problemet.

Friga 3 (5 poing)
Betrakta ekvationen
X1 +Xp+XxX3+x4 =1
dér vi kréver att alla variablerna &r ickenegativa heltal, och att
® Xxp dr ett jamnt tal,
* 2<x3<50,

e och x4 kan vara vilket tal som helst, men om det ar delbart med tre
s& kan det vara malat gront, lila, vitt, eller r6tt, och om det inte &r
delbart med tre kan det vara malat vitt eller guld.

Beteckna antalet distinkta 16sningar?* som uppfyller vara krav med
Ly
Berdkna genererande funktionen for foljden {£,}5> .

Friga 4 (5 poing)

Delfraga a: (2.5p)

Lat £, vara antalet sitt att para ihop 2n punkter som ligger pa en
linje med bagar, sddana att alla bagar gar 6ver linjen och inga tva
bagar skar varandra. Fallet da n = 3 illustreras i Figur 2.
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Bevisa att ¢,, ar det nte Catalantalet.

o 8

Delfraga b: (2.5p)
Lat by, vara antalet sitt att rita n + 1 punkter pd en linje, hopkoppla-
de med n bagar, sddana att

* bagarna inte passerar under linjen,

* bagarna inte skér varandra,

> Losningar med olika farg pa x4 betrak-
tar vi alltsa som olika.

Figur 2: Fallet n = 3 av fraga 4a.
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¢ grafen som bildas &r ett trad,

¢ och i varje punkt gar alla bdgar ut 4t samma hall.

3 Ledtrdd: Kan det ndgonsin inte
finnas en bage mellan forsta och sista
talet.3 punkten?

Vad far du kvar om du tar bort den
bagen?

ﬁ\ Figur 3: Fallet n = 3 av fraga 4b.
. L] [ ] o

Fallet d& n = 3 illustreras i Figur 3. Bevisa att b, dr det nte Catalan-

)

Friga 5 (5 poing)
I kursen bevisade vi foljande proposition:

Proposition 1. Antalet rotade ordnade biniira oetiketterade trid som har
n — 1 interna noder ges av Catalantalen.

Delfraga a: 3p

Ge en definition for varje av termerna som dyker upp i det har
pastdendet.

Delfraga b: 2p

Bevisa propositionen.

Friga 6 (5 poing)

Delfraga a: (2p) Hur finner man Priiferkoden for ett trad? Skriv
Priiferkoden for triadet i Figur 4, och forklara hur du gick tillvdga.

Delfraga b: (3p) Hur konstruerar man ett trdd givet en Priiferkod?
Rita trddet som motsvarar Priiferkoden

41377

och forklara hur du gick tillvaga.



TENTAMEN I KOMBINATORIK, 15 MARS 2023 - IMAO20 4

o Figur 4: Ett trdd med etiketter i blatt,
3 D 1 for vilket vi onskar finna Priiferkoden.
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Friga 7 (5 poing)

Naér vi bevisade Caro-Weis sats sa skapade vi oss en slumpmassig
oberoende mingd genom att vilja en slumpmaéssig permutation, pa
det sitt som illustreras i Figur 5.

1 2 Figur 5: En figur, tagen ur foreldsnings-
T anteckningarna, som illustrerar vart
O lo () bevis av Caro-Wei.
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Delfraga a: (2p) Beskriv hur vi konstruerade den oberoende mang-
den, och forklara varfér denna konstruktion méste ge en oberoende
maéngd.

Delfraga b: (2p) Berdkna véntevédrdet av antalet noder i den obero-
ende mangden.

Delfraga c: (1p) Formulera Caro-Weis sats, och anvand vad vi gjort
i de tidigare delarna av fragan for att bevisa den.
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Friga 8 (5 poing)

Delfraga a: (2.5p) En triangel i en graf 4r tre noder som har kanter
mellan sig. Rédkna ut véintevirdet av antalet trianglar i Erd6s-Renyi-
grafen Gy, p.

Delfraga b: (2.5p) Bevisa att om p < n~ (7€) for nagot e > 0s&

finns det asymptotiskt néstan sdkert inga trianglar i G, ;.4 +Med “asymptotiskt néstan sakert”
menar vi att sannolikheten att det finns
en triangel gar mot noll nér n gar mot
odndligheten.



Formelsamling

Den tolvfaldiga viigen

Lorem ipsum
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dolor sit
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amet consectetur

adipiscing elit

Suspendisse a nihil

posuere etenim ergo

ut non olivarum

(n+x71)

1 om n < x, 0 annars

Yi=1 1)

px(n+x) 1 om n < x, 0 annars

x!{1}
()
"

px(n)

Riikneregler for genererande funktioner

Lemma 2 (Rikneregler for genererande funktioner). Antag att vi har en
foljd {ay}32_,, med genererande funktion F,. Dd giller det att

1. For varje j > 1 dr

o (Fa) - (£ )

k=j k=0

k=j—1

Fa(x) — 2 apxk

k=0

2. Forallam > 0,1 > —m giller det att

00 co m—1
Y gt = A (Z akxk> = (Fa(x) - akxk>
k=m k=m k=0

5 Denna rakneregel kan forstas gene-
realiseras till att hogre potenser av k
motsvarar hogre derivator — och om
vi istdllet delar med nagon potens av
k far vi primitiva funktioner till den
genererande funktionen.



Vanliga genererande funktioner
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Foljd Genererande funktion
(1,0,0,...) 1
1
(1,1,1,...) =
a, =1 omk < n, 0 annars 1;{";1
Fixt n, a; = (}) (1+x)"
: k-1
Fixt n, ap = (") (1—1x)n
Fibonaccitalen 1
1—x—x2
fo=fi=1 fix1 = fi+ fier fork > 1
Indikatorfunktion for jamna talen 1
1—x2
(1,0,1,0,1,0,...)
Catalantalen 1= Vzi_“
Foljd Exponentiell genererande funktion
(1,0,0,...) 1
(1,1,1,...) e*
1
(01,11,21,31,...) =
Fixt n, ap = (nﬁ!k)! (I+x)"
Sannolikhetsteori

Lemma 3. Det giller for alla hindelser A och B att

e per definition ir P (A) = Y yen H(w),

o siP(A°) =1—P(A),

® och om A och B har tomt snitt, ANB =@, sdirP(AUB) =P (A)+

P (B),

1IMAO20 7
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® och om de inte nodvindigtvis har tomt snitt har vi att

P(AUB) =P (A)+P(B)—P(ANB).

e« P(ANB)=P(A|B)P(B),
* och per definition ir A och B oberoende precis nir P (AN B) =P (A) P (B).

Lemma 4. Om (Q, p) dr ndgot sannolikhetsrum, A C Q nigon hindelse,
och X,Y : O — Rsamt Z : O — V dr slumpvariabler som tar virden i R
och i ndgon godtycklig mingd V, sd giller att:

1.
E[X]= ) «P(X =) X(w)p(w).
xeX(Q) we)
2. Forallaa,b € R sd dr

E[aX +bY] =aE [X] + bE[Y].

Viintevirdet dr alltsd en linjir funktional.

P (A) = E[1,].

4. Om X(w) <
E[X]<C.

C for varje w, eller ekvivalent om P (X < C) = 1, sd dr

5. Om E [X] = C sd finns det dtminstone ett w sidant att X(w) > C.

6. Om Z ir likformigt fordelad pd V sd giller det for varje delmingd W C V

att
W]

P(ZeW)= v

1IMAO20
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