Tentamen i kombinatorik, 20 mars 2025 - 1MAo20
Vilhelm Agdur*

20 mars 2025

L)
Lycka till! v \)

Denna tenta innehaller atta fragor, med fem poéng per fraga (allt-
s& dr maximal total podng 40), och podnggranserna ar de sedvanliga
18/25/32. Inga medhavda hjdlpmedel tillats, men det finns en formel-
samling langst bak i dessa papper.

Friga 1

Vi har redan sett grafer i kursen, men i denna fraga studerar vi i
stéllet hypergrafer.* En hypergraf G bestar av en méngd V av noder,
och en médngd E C 2V av delmingder till V som vi kallar for kanter.
En hypergraf dr alltsd en graf ddr kanterna kan innehdlla mer &n tva

noder. Vi sédger att en hypergraf dr k-uniform om varje kant innehaller

exakt k noder.

Vi sédger att en hypergraf ar tva-fargningsbar om det finns en farg-

ning av dess noder i rott och blatt sddan att ingen av dess kanter ar

monokromatisk, det vill séga, om det finns en méngd R C V av noder

sadan atte Z Roch e Z V \ R for varje e € E.

Teorem 1 (Erd6s, 1963). Om G dr en k-uniform hypergraf med firre in
2k=1 kanter sd ir G tod-fiirgningsbar.

Friga 2

Bevisa foljande sats:

Teorem 2 (Erd&s, 1964). Det finns en k-uniform hypergraf G pd n noder
och m kanter som inte dr tvd-firgningsbar niirhelst3

2" (1 — mz((%z)> <1

Ledtrdd: Borja med att rdkna ut sannolikheten att en slumpmaéssigt

vald delméngd av storlek kK kommer vara monokromatisk under en
viss fix fargning, och finn en undre begrinsning fér denna.4 Anvand
detta for att begransa forst sannolikheten att en slumpmassigt vald
hypergraf inte har ndgra monokromatiska kanter under en fix farg-
ning, och anvidnd sedan det fOr att begrdansa sannolikheten att den ar
tva-fargningsbar.

' Jag kommer att besdka tentasalen
ungefir klockan tre. Om ni behover na
mig for fragor om tentan kan ni ocksa
na mig pa 072-373 32 90.

2 De heter faktiskt sd, detta &r inte en
term jag hittat pa for att vara lustig.

3 Det var ett fel i uppgiften sdsom den
trycktes i tentan — specifikt saknades
faktorn av m i formeln nedan. Se ansla-
get pa Studium for hur detta paverkade
rattningen och betygsattningen.

4 Binomialkoefficient-funktionen ar
konvex, sa

2((ﬂ+llz) /2)

(a+b) 2 (ngb)
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Friga 3
Kom ihag foljande definition ur kursen:

Definition 3. Antag att {a;};>, och {b;}}> ar tva foljder. Da ges
deras binomial-faltning a ® b av

k (k

(a®b)y =), <1) bk
i=0

Bevisa foljande lemma:>

Lemma 4. Antag att {ay};° , och {by}{2, dr tvd foljder, vars exponentiella
genererande funktioner iir EG,(x) och EGy(x). D ges den genererande
funktionen for binomial-faltningen a ® b av

EGuep(x) = EGa(x)EGy(x).

Friga 4
Kom ihag foljande resultat ur kursen:

Teorem 5 (Inklusion-exklusion). For varje samling av mingder Ay, ..., Ay
giiller det att

| = Z (f1)|1|+1

IC[n]
I#0

A

iel

“Seyt| ¢
k=1 IC[n]
|| =k

A

iel

Bevisa, med hjdlp av detta, foljande resultat:

Teorem 6. Ldt A och B vara indliga icketomma miingder med |A| = n,
|B| = m, och n > m. Antalet surjektioner frin A till B ges av

é(—nk(’:) (m — k)"

Friga 5

Definiera Fibonaccitalen, och rdkna ut vad deras ordindra genererande

funktion &r.°

5 Du far lov att anvinda motsvarande
resultat for ordinédra genererande
funktioner i detta bevis utan att bevisa
det.

® Har &r vi alltsd ute efter ett uttryck for
denna i form av en rationell funktion.
Du behover alltsa inte hirleda en formel
for varje enskild koefficient.
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Friga 6
Definiera Stirlings cykeltal [{], och bevisa att det géller for varje n > 1
att
HEL
k=1 k
Friga 7

Ge kombinatoriska bevis for foljande likheter:

() =(5)

1.

) (2= ()0
3‘ EEEARE|

Bevisa att om S C [2n] har n 4+ 1 medlemmar s4 finns deta,b € S,
med a < b, sddana att b dr delbart med 4.
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Formelsamling

Den tolvfaldiga viigen

Generellt f Injektivt f

Surjektivt f

Bagge sdrskiljbara Ord ur X av langd

n x!
X (x—n)!

Multi-delméangd av X

Osdérskiljbara objekt av storlek 1

(o)
"3

Maéngdpartition av N Maéngdpartition av N

Osdérskiljbara lador

i < x delar i < x delar av storlek 1

Yio1 {k} 1om n < x, 0 annars
Satt att skriva n som
Heltalspartition av n i < x delar

Bi srskilib
agge osarskifjbara summan av < x ettor

px(n+x)
1 om n < x, 0 annars

Riikneregler for genererande funktioner

Lemma 7 (Ridkneregler for genererande funktioner). Antag att vi har en
foljd {ay }3_,, med genererande funktion F,. Dd gdller det att

1. For varje j > 1 dr

o0 o0 k=j—1 k=j—1
Zakxk = (E akxk> — ( Z akxk> = F,(x) — 2 apxk
k=0 k=0

k=j k=0

2. Forallam > 0,1 > —m galler det att

00 o m—1
Y gt = o (Z akxk> = (Fa(x) -Y akxk>
k=m k=m

k=0

3. Det giller att?

Permutation ur X av langd n

Delmingd av X av storlek n

Surjektion fran N till X
i)
Kompositioner av n
av langd x
Gis)
Maéngdpartition av N
i x delar
149
Heltalspartitioner av n

i x delar

px(n)

7 Denna rakneregel kan forstds gene-

FL; ( x) realiseras till att hogre potenser av k

[ee)
Y kapxk = )
k=0 *

motsvarar hégre derivator — och om
vi istéllet delar med ndgon potens av

k far vi primitiva funktioner till den
genererande funktionen.



Vanliga genererande funktioner
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Foljd Genererande funktion
(1,0,0,...) 1
1
(1,1,1,...) =
a, =1 omk < n, 0 annars 1;{";1
Fixt n, a; = (}) (1+x)"
: k-1
Fixt n, ap = (") (1—1x)n
Fibonaccitalen 1
1—x—x2
fo=fi=1 fix1 = fi+ fier fork > 1
Indikatorfunktion for jamna talen 1
1—x2
(1,0,1,0,1,0,...)
Catalantalen 1= Vzi_“
Foljd Exponentiell genererande funktion
(1,0,0,...) 1
(1,1,1,...) e*
1
(01,11,21,31,...) =
Fixt n, ap = (nﬁ!k)! (I+x)"
Sannolikhetsteori

Lemma 8. Det giller for alla hindelser A och B att

e per definition ir P (A) = Y yen H(w),

o siP(A°) =1—P(A),

® och om A och B har tomt snitt, ANB =@, sdirP(AUB) =P (A)+

P (B),

1IMAO20 5
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® och om de inte nodvindigtvis har tomt snitt har vi att

P(AUB) =P (A)+P(B)—P(ANB).

e« P(ANB)=P(A|B)P(B),
* och per definition ir A och B oberoende precis nir P (AN B) =P (A) P (B).

Lemma 9. Om (Q, p) dr ndgot sannolikhetsrum, A C Q nigon hindelse,
och X,Y : O — Rsamt Z : O — V dr slumpvariabler som tar virden i R
och i ndgon godtycklig mingd V, sd giller att:

1.
E[X]= ) «P(X =) X(w)p(w).
xeX(Q) we)
2. Forallaa,b € R sd dr

E[aX +bY] =aE [X] + bE[Y].

Viintevirdet dr alltsd en linjir funktional.

P (A) = E[1,].

4. Om X(w) <
E[X]<C.

C for varje w, eller ekvivalent om P (X < C) = 1, sd dr

5. Om E [X] = C sd finns det dtminstone ett w sidant att X(w) > C.

6. Om Z ir likformigt fordelad pd V sd giller det for varje delmingd W C V

att
W]

P(ZeW)= v

1IMAO20
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